B. 3394. Bizonyitsuk be, hogy pontosan akkor szerkeszthetd a, b és ¢ hosszusdgu oldalakkal hdromszég, ha az a, b,
¢ pozitiv valds szamokra teljestl, hogy

(a® + %+ c3)? > 2(a* + b* + c*).
Megoldas. Tudjuk, hogy az a, b és c hosszisagu oldalakkal pontosan akkor szerkesztheté haromszog, ha
a+b>c b+c>a és a+c>b.
Ezért, ha a, b és c egy haromszog oldalai, akkor
a+b—c>0, b+c—a>0 é a+c—b>0,
és ekkor nyilvan
(2) (a+b—c)b+c—a)(la+c—0)>0

is teljestil.

Megmutatjuk, hogy ha harom pozitiv valos szamra fennall a (2) egyenlStlenség, akkor teljesiilnek a haromszog-
egyenl6tlenségek is:

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjilk ugyanis, hogy a > b > ¢. Ha (2) igaz, akkor a bal oldal harom
tényezGje koziil vagy egy pozitiv és a két masik negativ, vagy pedig mindharom tényezs pozitiv. Az els6 esetben, mivel
az a + b — c tényezd a legnagyobb, csak ez lehet a pozitiv, és

b+c—a<0,c+a—b<0,2c < 0,0sszeadva
igy ¢ < 0 volna, ami ellentmondéas. Tehat valoban csak az az eset allhat fenn, amikor
a+b>c, b+c>0, a+c>b.
A (2) egyenl6tlenséggel azonban ekvivalens a kovetkezs:
(3) (a+b+c)la+b—c)(b+c—a)lc+a—0b) >0,

hiszen a (2) egyenlStlenség mindkét oldalat egy pozitiv tényezével, a + b + ¢ > 0-val szoroztuk.
(3) pedig a szorzasok elvégzése utan némi atalakitassal az ekvivalens

(a® + 0% + )2 > 2(a* + b + )

alakra hozhat6. Tehat pontosan akkor szerkeszthetd az a, b, ¢ hosszuisdgu oldalakkal haromszog, ha az a, b, ¢ pozitiv
valos szamokra teljesiil az (1) egyenlGtlenség.

A B. 3394. feladat egy altalanositasa

A feladatban azt kellett bizonyitani, hogy a pozitiv a, b, ¢ szamokhoz pontosan akkor létezik a, b, c oldali haromszog,
ha

(1) (a® + %+ c3)? > 2(a* + b + c4).
M. S. Klamkin egy altalanositasi lehetGséget vizsgalt [1] cikkében:

Tétel. Ha az a1, ag, ..., a, pozitiv szimokra (n > 3 egész szam) teljesil az
(2) (a%+a§+---+ai)2>(n—1)(a‘11+a‘21+...+a;11)

egyenlitlenség, akkor kizilik barmely hdrom a;, a; és ay hosszisdgu szakaszbdl szerkeszthetd hdaromszog. (i # j # k,
1<i, j,k<n i j, keN)

Figyeljiik meg, hogy ez a tétel csak egyik irdnyban altalanositésa az (1) egyenlStlenségnek: elegendd feltételt ad arra,
hogy n darab szakasz koziil tetsz6legesen kivalasztott harombol lehessen haromszoget szerkeszteni. A (2) egyenlGtlenség
nem sziikséges, ezt mutatja példaul az a1 = 5, as = 5, ag = 5, a4 = 9 szamnégyes. E szamokra nem teljesiil a (2)
egyenl6tlenség, mig az 5, 5, 5 és 9 egység hosszusagu szakaszok koziil barmely harombél szerkeszthetd haromszog.

Nézziik most, hogyan bizonyitotta M. S. Klamkin a fenti tételt:

Teljes indukcidval bizonyitunk. n = 3-ra éppen a B. 3394. feladat allitasat kapjuk. Legyen most n > 3, és tegyiik
fel, hogy fennall (2). Azt mutatjuk meg, hogy (2)-bol kovetkezik az

(3) (@2+a2+--+ad2)?>(n—2)(ab+at+--+at)



egyenl6tlenség. Elemi algebrai lépések és teljes négyzetté alakitds utan (2)-rél lathato, hogy ekvivalens az alabbi
egyenlGtlenséggel:

s, S \? (83— (n—2)Sy) (n—1)
(4) O><a1_n—2) B (n—2)2 ’

ahol S,,, = ai* + a3* + --- + a™. Igy (2)-bél valoban kovetkezik (3). Az indukcios feltevés szerint igy barmely harom
szakaszbol szerkeszthet6 haromszoog, ha a szakaszok egyike sem a1. De aj-et tetszdlegesen vélasztottuk, igy a tételt
igazoltuk.

A tovabbiakban megvizsgaljuk a bizonyitasban emlitett elemi algebrai lépéseket. A (2) egyenl6tlenségben az as,
as, ..., ap szamok m-edik hatvanyosszegét Sp,-mel jelolve (m = 2, illetve 4)

(a% + 52)2 > (n — 1)((1‘11 + 54)
Négyzetre emelés és rendezés utan

at +2a2S; + 5% > (n—1)af + (n —1)Sy
(5) 0> (n—2)af —2a?Sy — S5+ (n—1)S,

adodik. A tovabbiakban elosztjuk az egyenl6tlenséget a pozitiv (n—2) szdmmal, majd igéretiink szerint teljes négyzetté
alakitunk.

0> gl 2a3 S, S2 (n—1)S,
i

n—2 n—2 n—2 "'

0> a4 _ 2(1%52 S% _ 522 _ S% (n — 1)54
' n—2" (n-2)2 n—222 n-2 (n—2)

2
0> (a% - nS_QZ) - (:__21)2 (S2 — (n —2)8y).

Ez pedig valoban a (4) egyenl6tlenség.
A megforditashoz irjuk (4)-et az alabbi alakba:

n-1 . S\’
m(% —(n—2)8;) > <a1 — n—2> .
Tnnen ﬁ(sg —(n—2)84) >0
és igy valoban S3 —(n—2)8; > 0.

Megkaptuk a (3)-as egyenlGtlenséget; (3) és (4) tehat valoban ekvivalensek. FeltételezhetGen M. S. Klamkin koriilbeliil
erre a levezetésre gondolt.

Klamkin [1] cikkében megemliti, hogy ha n > 3, akkor megoldatlan probléma olyan polinom-egyenl&tlenség meg-
adasa, amely sziikséges és elegendé ahhoz, hogy n darab adott szakasz koziil barmely harmat kivalasztva haromszoget
lehessen szerkeszteni belgliik.

Klamkin mésik nyitott problémaja az, hogy adjuk meg polinom-egyenlStlenség forméjaban annak sziikséges és
elegendd feltételét, hogy az a1, a9, ..., a, pozitiv szamokbol barhogyan kivalasztva r darabot (3 < r < n) ezek egy r
oldali sokszog oldalainak hosszai legyenek.
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