I. rész

A KoMalL 2000. szeptemberi szamaban tiztiik ki a kovetkezs feladatot:

A. 244. Egy szdamsorozatot nevezzink Fibonacci-tipusunak, ha a harmadiktol kezdve mindegyik eleme az eldzd kettd
dsszege. Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv egész szamok halmaza felbonthato olyan Fibonacci-tipusi végtelen sorozatok
uniojdra, amelyek kiozil semelyik kettdonek nincs kdzds eleme.

A cikk els6 részében kozelebbrsl meg fogjuk vizsgalni a ,Fibonacci-tipust” sorozatokat. Ek6ézben a Fibonacci-
sorozat néhany érdekes tulajdonsigara is fény deriil. A masodik részben, amely a K6MaL kovetkezd szaméban fog
megjelenni, t6bb kiilonb6z6 megoldast mutatunk a feladatra.

Terjedelmi okokbdl nem bizonyitunk precizen minden egyes allitast; lesznek olyanok, amelyek igazolasat feladat for-
méjaban az Olvaséra hagyjuk. Ez azonban nem fog meggatolni minket abban, hogy a feladatként kimondott allitasokat
is felhasznaljuk mas allitdsok igazolasahoz.

A Fibonacci-sorozat

A természetes szamokbol allo sorozatok kozott az egyik legismertebb és legérdekesebb a Fibonacci sorozat. A
sorozat elemei, a Fibonacci szdmok a legvaltozatosabb és legmeglepébb helyeken fordulnak els, bukkannak fel nem
csak a matematikaban, de a természetben is. Bar a Fibonacci-sorozatot szinte minden kozépiskolas ismeri, nem art

A sorozatot a kovetkezs rekurzioval definialjuk:
(1) Fo=0, Fi=1, F,yu=F,+F, (n > 2)

A rekurziobol konnyen kiszamolhatjuk az elsé néhany Fibonacci-szamot: Fo = 1, F3 =2, Fy = 3, F5 =5, Fy = 8,
F; =13, F3 =21, Fy = 34, Fp =55, ...

Fibonacci-tipusa sorozatok

Egyel6re egyetlen Fibonacci-tipusd sorozatot lattunk: magat a Fibonacci-sorozatot. ElGszor tehat nézziik meg, ho-
gyan készithetiink tovabbi ilyen sorozatokat. Egy lehetséges modszer, hogy a mér ismert Fibonacci-tipusi sorozatokboél
probalunk tjabbakat késziteni.

1. lemma. Fibonacci-tipusi sorozatot kapunk minden esetben, ha
a) Egy Fibonacci-tipusi sorozatnak elhagyjuk az elsé néhdany elemét, vagy pedig olyan elemeket irunk elé, hogy a képzési
szabaly érvényes maradjon;
b)Egy Fibonacci-tipusi sorozat dsszes elemét megszorozzuk ugyanazzal a szammal;

¢)Néhdiny Fibonacci-tipusi sorozat megfeleld elemeit Gsszeadjuk.

1. feladat. Bizonyitsuk be az 1. lemmadt.

Egy masik lehet&ség, hogy az (1) rekurzidoban mas szamokat véalasztunk a sorozat elss két elemének. A leghiresebb
ilyen sorozat az Ggynevezett Lucas-sorozat:

Lo=2, Li=1 Ly=3, Lpy1=0Ly+L,1,

de az els6 két elem helyére nyilvan tetszéleges valds szdmokat irhatunk.
1. definicié. Tetszdleges a, b valds szamokra ,az (a, b) paraméterd Fibonacci-tipust sorozatnak” nevezzik azt a
szamsorozatot, amelyet a kovetkezd rekurziv képzési szabdly definidl:

Fl®Y =,
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Ezzel a jeloléssel Fibonacci eredeti sorozata F,EO’ 1), a Lucas-sorozat pedig Fr(f’ b,

Vilagos, hogy az 1. definicioban felirt sorozatok az 6sszes Fibonacci-tipusu sorozatot tartalmazzak, hiszen az els6
két elem egyértelmiien meghatarozza a tobbit. Ennek egy masik fontos kovetkezménye, hogy ha két Fibonacci-tipusi
sorozatrol be akarjuk bizonyitani, hogy ugyanazok, akkor elég az els6 két elemrdl ellenérizni, hogy megegyeznek.

Ha elkezdjiik formaélisan felirni az (F\* *) sorozat elemeit, érdekes dolgot vehetiink észre:

FOP =@ 4 BY =10+ R Y = F* Y + FY = 1o+ 20F" Y = F{* Y + F{* " = 20 4 30" Y = F{* Y 4 F{* "



Ezekbdl mar megsejthetjiik a kévetkezd tételt:

1. tétel. a) A Fibonacci-sorozatbdl kiindulva, az 1. lemmdban felsorolt lépésekkel barmelyik Fibonacci-tipusi
sorozatot elddllithatjuk.

b) Tetszdleges a, b valds szamokra az (a, b) paraméterd Fibonacci-tipusi sorozat elemei felirhatok a kivetkezd
alakban:

(2) F@Y —F . a+F,-b (n>1).

Bizonyitas. Legyenek a és b tetszéleges valos szamok. Ha a Fibonacci-sorozat elejére odairjuk az 1-et, akkor az
1,0,1,1, 2 3,5, 8, ... Fibonacci-tipusi sorozatot kapjuk. Ha ennek a-szorosdhoz hozzaadjuk a Fibonacci-sorozat
b-szeresét, akkor a kapott sorozat az a- F,,_1 +b- F}, sorozat lesz. Ennek 0. eleme a-1+b6-0 =a, 1. eleme a-0+b-1 = b,
vagyis a sorozat nem més, mint az (a, b) paramétert Fibonacci-tipusiu sorozat. Az (F,S“’ b)) sorozatot tehat els tudtuk
allitani az 1. lemmaban leirt lépésekkel, az elgallitast forméalisan a (2) képlet irja le.

Fibonacci-tipusi mértani sorozatok

A Fibonacci-sorozat nem mértani sorozat. Ha kiszamitjuk a szomszédos Fibonacci-szamok hanyadosat, lathatjuk,
hogy a hanyadosok kiilénbozsk:

1 2 3 5 8

;=L 1=% =15 S~1667 £=16
13 21 34 55
21,625, = ~1,615 — ~1,6190; — ~1,6176;
g = 1,625 51615 ST~ 16190, oo~ 16176

Azt is lathatjuk azonban, hogy a hanyadosok egyre kozelebb vannak egy szamhoz, amelynek tizedestort alakja 1, 618-del
kezdédik.
Ugyanezt az eredményt kapjuk sok mas Fibonacci-tipust sorozat esetében. Példaul a Lucas-sorozatra
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A Fibonacci-tipusu sorozatok tehat bizonyos értelemben hasonlitanak egy olyan mértani sorozatra, amelynek ha-
nyadosa ez a titokzatos ¢ = 1,618 ... szam.

A ¢ szam pontos kiszamitasdhoz keressiink olyan mértani sorozatot, amelyik Fibonacci-tipusi is. Legyen a sorozat
els6 eleme a;, hanyadosa q. Ekkor tetsz6leges n-re

Ap+42 = Ap41 + Ap,y

arg"™ = aig" + arg" ",
azaz
(3) ¢ =q+1.
1 5 1-+5
Ennek az egyenletnek két irraciondlis valos gyoke van: q; = +2\/_ ~ 1,618034 és q» = 2\/_ ~ —0,618034.
1 5
Tehat a keresett szam: ¢ = +2\/—.
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Erdekesség, hogy egy masik Fibonacci-tipusi mértani sorozatot is talaltunk; ennek hanyadosa a negativ

A ¢ hanyadosu sorozatban egyre kisebb abszolat értéki szamok szerepelnek, valtakozo elGjellel.
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezs tételt:

2. tétel. Kétféle Fibonacci-tipusi mértani sorozat létezik; ezeknek a hanyadosa

1+v5 1-5
q= 5 lletve g9 = 7
Azt még nem tisztaztuk, hogy a Fibonacci-sorozat milyen értelemben hasonlit erre a ¢ hanyadost mértani sorozatra;

erre késébb, a 3. tételben tériink majd vissza.

. . +V5 .
A Fibonacci-sorozat és a ¢ = 2\/_ szam hatvanyai



Jatsszunk most el egy kicsit a ¢ szammal ugy, hogy csak a ¢> = ¢ + 1 azonossagot hasznaljuk fel. A ¢ magasabb
hatvanyait felirhatjuk aq + b alakban:

= q=@q+)g=+q=q+1)+q=2¢+1;¢"=¢" q=(2¢+1)g=2¢"+q=2(q+ 1) +q=3¢+2,¢" =¢" - ¢ = (3¢-

2. lemma. Tetszdleges n pozitiv egészre

(4) q"=Fuq+ Fy1.

1. bizonyitas. Mivel (4) mindkét oldalan Fibonacci-tipust sorozat all, ezért elég az els6 két elemre ellendrizni.

n=1: q=Fiq+Fy=qn=2: P =Fq+F =q+1.

2. bizonyitas. Az 1, ¢, ¢%, ... sorozat nem més, mint az (1, q) paraméterd Fibonacci-tipusa sorozat, ezért a 1.

tétel szerint n > 1 esetén
qn:F7(11,q) =F,1-1+F,-q.

2. feladat. Bizonyitsuk be a 2. lemmat teljes indukcidval is.
Most mar bebizonyithatjuk, hogy a szomszédos Fibonacci-szamok hanyadosa ¢-hoz tart, s6t ennél kicsit tobbet.

3. feladat. Bizonyitsuk be teljes indukcioval, hogy n > 1 esetén
1 1
=q¢" < F, < =q".
31 21

3. tétel. Tetszdleges n pozitiv egészre

Fn+1_
F, T 2Fz

Bizonyitas. A 2. lemma akkor is igaz marad, ha a ¢ helyére a g2 szamot irjuk, tehat

(5) Fop1g2+ Fo = g3

-1
Akar a Viete-képletekbdl, akar kozvetleniil konnyen ellendrizhets, hogy g = —. Ezt beirva (5)-be és rendezve,
q

Fn -1 n+1
__'H 4+ Fn — L7
q qn+1
Frit = 11
E, | ¢"F, | qv-F,  2F2%

(Az utolso lépésben a 3. feladat felsd becslését hasznéltuk fel.)
1

F,
A 3. tétel nem csak annyit mond, hogy az "L értéke Hkortilbelil” g; azt is allitja, hogy ez a becslés nagyon

n

. T .
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n

Hogyan készitsiink végtelen sok azonossagot a Fibonacci-szamokkal?

A 2. lemma allitasat felhasznalhatjuk arra, hogy olyan azonossagokat gyartsunk, amelyekben a Fibonacci-szamok
szerepelnek. Ehhez elGszor is sziikség van a kovetkezd lemmara:

3. lemma. Ha egy valds szamot fel lehet irni aq + b alakban alkalmas a, b egész szamokkal, akkor ez a felirds
egyértelmi. Mds szoval, ha valamely a, b, c, d egész szamokra aq + b = cq + d, akkor a = c és b= d.

Bizonyitas. Az egyenletet atrendezve (a — ¢)g = d — b. Mivel ¢ irracionélis, ez csak tgy lehetséges, ha d —b =10
ésa—c=0.
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Akik errdl a téméarol tobbet szeretnének tudni, azoknak ajanljuk, hogy olvassak el Gyarmati Edit—Turdn Pdl: Szamelmélet c. jegyzetének
Diofantikus approzimdcio c. fejezetét vagy Erdds Pdl-Surdnyi Janos: Valogatott fejezetek a szdmelméletbdl c. konyvének Raciondlis és
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! smeretes, hogy tetsz6leges a irracionalis szamhoz végtelen sok olyan pozitiv egész P, Q szampar létezik, amelyre

E—a' <
Q



Irjunk most fel egy tetszéleges azonossagot ¢ hatvanyaival, példaul azt, hogy ¢"™* = ¢" - ¢*, és helyettesitsiik be a
2. lemmaban latott kifejezéseket a hatvanyok helyére:

" =q" " Foyk g+ Fopkr = (Fu g+ Foor) - (Fe - q— Feo1), Fogk -+ Foph1 = FaFr - ¢© + (FpFro1 + Fu o1 Fi)g + Fo
amibdl az egyértelmiség miatt példaul

(6) FnJrkfl :Fan‘Fanlefl-

4. feladat. Bizonyitsuk be teljes indukcidval a (6) azonossdgot.

A Fibonacci-tipusi sorozatok explicit alakja

Most a Fibonacci-tipust sorozatokat egy explicit, rekurzié nélkiili formaban fogjuk felirni. Ehhez az 1. lemma
lepéseit fogjuk alkalmazni, de nem a Fibonacci-sorozatra, hanem az 1, ¢, ¢, ... és a 1, go, q%, ... sorozatokra.

4. lemma. Tetszdleges a, b valos szamokhoz léteznek olyan ¢, d valds szamok, amelyekre a = c+d és b = cq+ dgs.-
Bizonyitas. A c és d kiszamitdsahoz csupdn meg kell oldanunk a linearis egyenletrendszert. Mint konnyen ellen-
Grizhetd,
b—qea ga—b
c=——"— ¢és d= .
q—q2 q—q2

(7)

4. tétel. Tetszdleges a, b valds szimokra az (a, b) paraméterd Fibonacci-tipusi sorozat n-edik eleme felirhatd a
kévetkezd alakban:

(8) Fl@Y = cq™ + dgy,

bh—
124 ésd .
q—q2 q—q2

Bizonyitas. A (8) mindkét oldalan Fibonacci-tipust sorozat all. Az egyenlGség az n = 0 és n = 1 esetekben a 4.
lemma szerint teljesiil.

_ga—b

ahol c =

1 -1
A Fibonacci-sorozat paraméterei (0, 1). Egy kis szamoléssal kapjuk, hogy ezekre a szamokra ¢ = % és d= 75
Ezzel maris bebizonyitottuk a Fibonacci-sorozat explicit felirasat:
5. tétel. Tetszdleges n nem-negativ egész szamra
1+v8\" _ (1=v5)"
q"—aqy (2)_(2>

=" = NG

5. feladat. Irjuk fel explicit alakban az n-edik Lucas-szdmot.

6. feladat. Az 1. tétel szerint, ha a Fibonacci-sorozatbol indulunk ki, akkor az 1. lemma lépéseivel az dsszes
Fibonacci-tipusi sorozatot elddllithatjuk, nincs szikség tobb sorozatra. A 4. tételben miért nem volt elég csak az egyik
sorozat? Magyardzzuk meg!

A Fibonacci-szamok és Fibonacci-tipusu sorozatok explicit felirdsanak ismeretében nagyon sok azonossag bizonyi-
tésa egyszertvé valik: csupan be kell helyettesiteniink az explicit képletet a bizonyitandd azonossédgba. A szamelméleti
és kombinatorikus tulajdonsigok bizonyitasaban, igy az A. 244. feladat megoldasdban azonban tovabbi 6tletekre van

sziikség.
Enekes Béla, Kos Géza



