I. kategoria: SzakkozépiskolakElss (iskolai) fordulé

1. Az 22 + ax 4+ 1 — b = 0 egyenletben az a és a b paraméterek valos szamok. Igazolja, hogy ha az egyenlet gyokei
pozitiv egész szamok, akkor a? + b? Gsszetett szam.

2. Az ABC héaromszog AC oldaldanak A-hoz kozelebbi harmadolopontja By, az AB oldal A-hoz kozelebbi har-
madolopontja C;. Legyen a D pont a BB, szakasz, az E pont pedig a CCy szakasz felez6pontja, tovabba az ABC

4
haromszog teriilete T'. Bizonyitsa be, hogy a DBCFE négyszog teriilete §T.

3. Az ABCD négyzet oldalai 10 cm hossziak. Legyen az AB oldal felez6pontja E, a BC oldal felez6pontja F, az
EF szakasz felez6pontja M. A DA szakaszon felvesziink egy N, az DC' szakaszon egy P pontot ugy, hogy DN = DP
teljestiljon. Hogyan kell az N és a P pontokat megvalasztani, hogy az M N P haromszog teriilete a lehet6 legnagyobb
legyen, és mekkora ez a teriilet?

4. Egy egyenl6 szart haromszog szogei «, 3, v. Mekkorak ezek a szogek, ha
sin o + sin® § = sin .
5. Az ABC héaromszog koré irhato korhoz a B cstcsban érintét huzunk, amely az A cstcstol 9 cm, a C' cstcstol

25 cm tavolsagra halad. Milyen messze van a B csics az AC egyenestol?

6. Igazolja, hogy akarhogyan vélasztunk is ki az els6 1999 pozitiv egész szam koziil 1414 darabot, a kivalasztottak
Osszege nem lehet egyenld a ki nem valasztottak Gsszegével!

Masodik fordulé
1. Hanyféleképpen kaphatunk Gsszegiil 2000-et, ha néhany darab (legalabb 2) kozvetleniil egymast kovets pozitiv
egész szamot adunk Gssze?

2. Az ABCD paralelogramméban AB : BC = 3 : 2. A paralelogramma AB oldalat hosszabbitsuk meg a B csticson
til AB-vel, a kapott pontot jeloljik E-vel. Hasonloképpen a BC' oldalt hosszabbitsuk meg a C-n tal BC-vel, a C'D
oldalt D-n tul CD-vel, a DA oldalt pedig A-n tal DA-val. A kapott pontokat jeloljiik rendre F-fel, G-vel, H-val. Meg
lehet-e valasztani az ABCD paralelogramma szogeit tgy, hogy az EFGH négyszog téglalap legyen? Ha igen, akkor
mekkorédk ezek a szogek?

3. Az 1 és az x5 a [0;12] intervallum olyan valés szamai, amelyekre teljesiil, hogy
1T = (12 — {E1)2 . (12 — I2)2.

Hatéarozza meg az 129 szorzat legnagyobb értékét!

4. Bizonyitsa be, hogy
lgl—lg2+1g3—lgd+---+1g99 —1g 100 < —1.

5. Az ABCD egy olyan négyzet, amelynek oldalai 2 egység hosszusaguak. Az AB oldalon van egy E pont, az AD

oldalon egy F' pont ugy, hogy az AEF haromszog teriilete 3 teriiletegységnyi, és az AEF haromszog keriilete pozitiv
egész szam. Mekkorak az AEF haromszog oldalai?

Harmadik (d6ntd) fordulo

1. Milyen valos szamok tesznek eleget az alabbi egyenletnek?
(1) sin [g COS(T(I)} = cos |:7T sin (gaz)]

2. Hatéarozza meg az Osszes olyan tizes szamrendszerbeli hiromjegyd szamot, amelynek szamjegyeire fennall a

<,/3a—b_</2506 o (Ba=bY?
2¢ 3a—b 2¢

egyenlGség!



3. Az ABCD konvex négyszog AB és CD szemkozti oldalegyeneseinek metszéspontjat jeloljik P-vel, az AD és
a BC oldalegyeneseinek metszéspontjat jeloljik @Q-val. Az APD< szogfelezGje a BC oldalt az F', az AD oldalt a H
pontban metszi. A BQA< szogfelezGje a C'D oldalt a G, az AB oldalt az E pontban metszi.

Bizonyitsa be, hogy az FFGH négyszog akkor és csak akkor rombusz, ha az ABC D négyszog hirnégyszog!

I1. kategoria: Altalanos tantervi gimnaziumokElsg (iskolai) fordulé

1. Adjuk meg azokat az a és b természetes szamokat, amelyekre teljesiilnek a kdvetkezd feltételek:

(1) 90 < a+b < 100,
2) 0,9>%<0,91.

2. Legyen a,, = 5" + 7" (n pozitiv egész). Hatarozzuk meg ajggg9-nek 216-tal valo osztasakor kapott maradékat.

3. Az A és a B helységek kozott a tavolsag 200 km. Egy egyenes vonalt vasutvonal A-n megy at, és a B-hez
legkozelebbi pontja a B-t6l 87 km-re levg C allomasnal van. A B helységet egy egyenes miittszakasszal akarjik
Osszekotni az AC vonalszakasz egy M pontjaval ugy, hogy az aruszallitids A-bol M-be vasuton, onnan B-be pedig
mitton a lehetd legolcsobb legyen; figyelembe véve, hogy a széllitas koltsége kilométerenként a vasiton csak feleannyi,
mint a mttaton. Az A-t6l milyen tavolsagra kell lennie ilyen feltételek mellett az M pontnak?

4. Legyen P az ABCD négyzet koré irt kisebbik AB ivének tetszéleges pontja. Bizonyitsuk be, hogy a

PA+PB
PC+PD
hanyados értéke minden P pontra (\/5 — 1)-gyel egyenlé.

5. Adott az a élhossziusagn ABCDA; B1C1 D1 kocka; ABCD az alapnégyzete, és az AA,, BBy, CCy, DD, élek
parhuzamosak. Felvesziink az AA; él A;-en tuli meghosszabbitasan egy P pontot és a BC' él C-n tuli meghosszabbitasén
egy @ pontot ugy, hogy a PQ szakasz a C1D; élt egy R belsé pontban metszi. Mekkora a P(Q szakasz lehetséges
legkisebb hossza?

Masodik fordulé
1. Mely n egészekre lesz az
n* — 4n3 + 14n2% — 20n + 10
kifejezés értéke négyzetszam?

2. Egy négyzet alapu egyenes gula alapélének és magassdganak a hossza egész szam. Mekkora a gila térfogata, ha
felszinének és térfogatanak azonos a mérGszama?

3. Igazoljuk, hogy az 1-nél kisebb a, b, ¢ pozitiv szamokra teljesiil a kovetkezs egyenlétlenség:

3abc 3abc 3abc

log —°%%¢ _oere _oere
O8a ab+bc+ca+ O8b ab+bc+ca+ O8e ab+bc+ca —

4. A T teriiletd derékszogl haromszog beirt korébe egy t teriilet derékszogi haromszoget irunk be.

T
Mekkora lehet 0 legkisebb értéke?

Harmadik (d6ntd) fordulé

1. Készitslink egy 2000 darab valés szambol all6 H halmazt, amelynek egyik eleme sem nulla. Jeloljik k-val a
H-bol kivalaszthatd olyan négyelemi részhalmazok szaméat, amelyekben a négy elem szorzata negativ. A H elemei
koziil hanyat kell negativnak valasztanunk ahhoz, hogy k értéke a lehetd legnagyobb legyen?

2. Az ABC haromszdg nem egyenld szart; a BC, C A, AB oldal felez6pontjat jelolje rendre Ay, By, C1. A haromszog
oldalain a C-bdl az A-ba és onnan a B-be vezetd 1t felezGpontja legyen As, az A-bol a B-be és onnan a C-be vezets



ut felez6pontjat jelolje Bs, végil a B-bol a C-be és onnan az A-ba vezets ut felezépontja legyen Cs. Bizonyitsuk be,
hogy az A1 Ay, By By, C1C5 egyenesek egy ponton mennek &t.

3. Az ay, ag, ..., apn és by, bo, ..., by pozitiv egészek; az a1 +ag+ -+ -+ a, és a by + by + - - - + by, Osszegek egyenldk,
és kisebbek nk-nal (n > 1, k > 1). Bizonyitsuk be, hogy az

a1 +ag+---+a,=br+ba+ -+ 0bg
egyenléségben szerepl mindkét 6sszeghdl elhagyhato néhany (de nem az dsszes) tag ugy, hogy az egyenlség tovabbra

is fennalljon.

III. kategoéria: Specialis matematika tantervid gimnaziumok Elsé fordulo

1. Az ABC haromszognek van 60 fokos szoge, tovabba a félkeriilete felirhato

a’ +b% +c* — 252
c

alakban, ahol s. a c oldalhoz tartozé sulyvonal. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog szabalyos.
2. Jeloljiik an-nel a v/n-hez legkozelebbi egész szamot. Szamitsuk ki az

1 1 1 1
aq a9 as Q.

Osszeget, ahol k£ = 1999 - 2000.

3. Adjuk meg az Gsszes olyan (pozitiv) primszamot, amelynek alkalmas (pozitiv egész kitevss) hatvanya felirhato
két pozitiv egész szam kobének az Osszegeként.

4. Tegyiik fel, hogy az ABCP tetraéderben a PA, PB és PC élek paronként merdlegesek. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor a P cstcs rajta van azon az ellipszoidon, amely az ABC haromszog koriilirt korére mint f6korre emelt gombbdl

az ABC sikra vonatkoz6 — aranyu merdleges affinitassal keletkezik. (Ezen transzformécioé soran a tér barmely pontja

V2

az ABC sikra meréleges irdanyban mozdul el gy, hogy a siktol mért tavolsaga -szeresére valtozik.)

V2

5. Van-e olyan f(x) egész egyiitthatos, 1999-edfokd polinom, amelyre barmely n egész szam esetén az

szamok paronként relativ primek?

Masodik (dénts) forduld

1. Mutassuk meg, hogy egy paratlan foku, egész egyiitthatos polinomfiiggvény grafikonjaban csak véges sokszor
fordulhat els, hogy két (kiilonbozs) egész abszcisszaju pont tavolsaga egész szam.

2. Tekintsiik azt a kort, amely athalad azon a harom ponton, ahol egy adott haromszdg szogfelez6i metszik a
szemkozti oldalakat. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog oldalegyenesei ebb6l a korbsl harom olyan hirt metszenek
ki, amelyek koziil valamelyiknek a hossza egyenl6 a masik kett6 hosszanak az Osszegével. (Ha a kor a haromszog
oldalegyenesét nem metszi, hanem érinti, akkor a megfelel6 hurt 0 hosszusagunak vessziik.)

3. Legyenek k és t 1-nél nagyobb, relativ prim egészek. Az 1, 2, ..., n szamok 12...n természetes sorrendjébdl
kiindulva tetszdleges két olyan elemet felcserélhetiink, amelyek kiilonbsége k vagy ¢. Bizonyitsuk be, hogy ilyen lépések
egyméasutanjaval akkor és csak akkor juthatunk el minden permutacidhoz, han > k+¢ — 1.



