Mint ismeretes, sdarkdnyok nincsenek. Ez a primitiv megdllapitds taldn kielégiti az egyszerd elmét, de nem a
tudomdnyt. .. Elég az hozzd, hogy a zsenidlis Cerebron, egzakt mddszerekkel boncolgatva a problémdt, a sdrkd-
nyok hdrom fajdat fedezte fel: a nullds, az imagindrius és a negativ sarkanyokat. Mindezek, amint mdr emlitettik,
nem léteznek, de mindegyik fajta egészen mdsképpen nem létezik. [

Stanistaw Lem: Kiberidda
(Harmadik utazas avagy a valoszintségi sarkanyok)

A fogoly

J. V. Poncelet Napoéleon katondjaként 24 éves kordban Moszkvabél visszavonuléban Kutuzov seregének fogsagaba
esett. 1812-13 rettenetes hideg telén 800 km-t meneteltették 6t és tarsait az orosz sztyeppén at a Volga partjiig, a
szaratovi fogolytaborig. A rabsagban Poncelet felelevenitette magaban a bevonulas el6tt nem sokkal befejezett egyetemi
tanulmanyait, olvasméanyait. Mindezek 1j életre keltek benne. Konyvtartol elzartan, szellemi tarsakat nélkiilozve, fizikai
fajdalmaktol gyotorten a fiatal hadmérnok a geometria addig ismeretlen teriileteit fedezte fel. Megalkotta tobbek kozott
az ideélis pont fogalmat, megalmodott egy kiilonleges leképezést, a polaritasiﬂ és elméjében furcsa kortancra indultak
a poligonok, itt sziiletett meg cikkiink témaja, Poncelet tétele is.

Az életben maradt rabokat, koztiik Poncelet-t, 1814 szeptemberében engedték szabadon. A mérndk-matematikus
fogsagban fogant gondolatai 1822-ben jelentek meg nyomtatasban az ,,Ertekezés az alakzatok projektiv tulajdonsaga-
ir6l" cimd kényvében. Ebben talédlhato az alabbi tétel:

Poncelet tétele: Legyenek adva az egymast nem érintd e és a korok, a az e belsejében. Az e koron tetszélegesen
valasztott Ay pontbdl indulva megszerkeszthetjiik az e kér Ay, Aa, ... pontjait 4gy, hogy az AgAy, A1As, ... egyenesek
érintsék az a kort és barmely két, a sorban egymast kovets egyenes kiilonbozzék egymastol.

Elsfordulhat, hogy bizonyos szamii lépésben visszajutunk a kezdépontba, azaz A,, = Ay. Ebben az esetben az e kir
barmely masik pontjabol indulunk is ki, biztosan visszaériink a kezdépontba, mégpedig pontosan ugyanannyi lépésben
(n), mint elézdleg.(1. dbra).

A tétel tehat nem azt mondja ki, hogy mindig van visszatérés, hanem azt, hogy a visszatérés kérdése, és a lépésszam
nem a kezddpont megvalasztasatol, hanem kizarolag a két kor nagysagatol, egymahoz viszonyitott elhelyezkedésétsl
fiigg.

A tétel allitasa trividlisan teljesiil koncentrikus korok esetén. Minden més esetben viszont meglehetésen nehéz a
bizonyités. Ez az els6 ranézésre talan artatlannak tiné tétel nemcsak sziiletésének regényes koriilményei miatt érdekes,
de a XIX. szazadi matematika striijébe vezet$ tartalma miatt is. Poncelet allitasa, a két fejezettel kés6bb kozolt
altalanosabb alakjaban, ekvivalens a harmadrendid gorbe csoporttulajdonsidgaval és a trigonometrikus fliggvények
altalanositasainak, az elliptikus fliggvényeknek az addicios tételeivel.

Poncelet korok helyett tetszdleges irreducibilis masodrendi gorbékre mondta ki a tételt (lasd a 6. feladatot). Azt sem
kellene megkovetelni, hogy az egyik gorbe a mésik belsejében legyen, de ez a fajta altalanositas nagyon megnehezitené
az elemi targyalast.

Korsorok
Az Oy (ug,v,) kozéppontu r, sugart a kor (affin) egyenlete:
(1) (z—ua)® + (y —va)? =72 =0.

Jeloljiik az (1) egyenlet bal oldalan 4ll6 polinomot, mint = és y fliggvényét a(z,y)-nal. Ha a P(£,n) pont illeszkedik
erre a korre, akkor

a(é-u 77) =0,
ha viszont nem, akkor

a(§,n) # 0.

Az utobbi esetben a(€, n) értéke nem csak azt arulja el, hogy a P pont nincs rajta a koron, hanem arrol is ad informéaciot,
hogy hogyan nincs rajta.

A a(&,n) kifejezés 6 része, (€ — ug)? + (7 — va)? az O, P szakasz hosszanak négyzetét adja meg. Ha a(€,n) értéke
negativ, az azt jelenti, hogy O,P? < r2, azaz P az a kor belsejében helyezkedik el. Ha a vizsgélt érték pozitiv, akkor
P a koron kiviil van, rdadasul a(¢,n) épp a P-bol a korhdz hazott érint hosszanak négyzete (2. dbra).

! Muranyi Beatrix forditasa
2 Kiss Gyorgy: A korre vonatkozo6 polaritas, K6Mal, 1998/8. szam, 450. o.



Ennél még némileg tdbbet is mondhatunk. Mind a pozitiv, mind a negativ esetben igaz, hogy a P-n at a korhoz
huzott tetszsleges szel6nek a korrel vett R, (Q metszéspontjaira a PR - PQ érték dllando, azaz fiiggetlen a szel6 valasz-
tasatol. Ez a keriileti és az érintGszaru keriileti szogek tételének felhasznalaséval és hasonloé haromszogek segitségével
igazolhato.

Ezt az alland6 értéket a P pont k kérre vonatkozd hatvinydnak is mondjak és éppen egyenls O, P? — 7“?1 -tel, tehat
a(&,n) értékevel. P

Ennek alapjan azt mondhatjuk, hogy az

a(r,y) =t
egyenletet azok a pontok elégitik ki, amelyeknek az a korre vonatkozo6 hatvanya ¢; ¢ > 0 esetén tehat azok a pontok,
amelyekbdl a a-hoz hizott érint6 szakasz hosszanak négyzete t.
Legyen adva az a kort6l kiilonb6z6 b kor is, melynek egyenlete

bz, y) = (@ — up) + (y — v)> =13 = 0.

Kereshetjiik azokat a pontokat, melyekbdl az a-hoz, illetve a b-hez hizott érinté szakasz hosszanak aranya egy adott
érték. Altalanosabban, legyen ¢ azon pontok mértani helye a sikban, melyeknek az a-korre vonatkozd hatvanya agy
aranylik a b korre vonatkozd hatvanyahoz, mint « a S-hoz. A ¢ halmaz egyenlete:

(2) BQ(IE, y) - O‘b(xa y) =0.

Ez is egy kor (esetleg pont, vagy iires halmaz, illetve o = (3 esetén egyenes) egyenlete, hiszen olyan kétvaltozos
mésodfoki egyenlet, amelyben 2? és 3> egyiitthatoja egyenls (oo = 3 esetén 0) 2y-os tag pedig nincsen benne.

A (2) alaku gorbék halmazat az a és b generdlta kirsornak nevezziik. A korsor barmelyik két elemébdl megkaphato
az Osszes tobbi elem, egyenleteik (2) alaku linedris kombindcidik segitségével. Tehat a korsort barmelyik két tagja
generdlja, azaz meghatarozza.

Ha a és b egy korsor tetszéleges két kore, ¢ pedig a korsor barmelyik eleme, akkor ¢ kiilonb6z6 pontjainak az a-ra
és b-re vonatkozo hatvanyainak ardnya ugyanaz az érték.

Nem nehéz igazolni, hogy 3 fajta korsor van: nem metszd, érintd és metszd. Az els6ben semelyik két kornek sincs
kozos pontja, a masodikban a kordk egy bizonyos pontban érintkeznek egymaéssal, a harmadikban két k6z6s ponton
mennek at. (3. dbra.Lasd még az 1., 2. feladatokat.)

Poncelet gondolatmenete

Ebben a fejezetben keveset bizonyitunk, inkabb csak vazoljuk Poncelet gondolatmenetét. Annal is inkabb, mert az
utolso6 részben kozolt bizonyitas az itteni részletekre is ravilagit.

L. Euler egy nevezetes tétele kapcsolatot teremt a haromszog beirt és kortilirt kérének r, R sugarai és kozéppontjaik
d tavolsaga kozott:

(3) R?* — d* = 2Rr.

A tétel bizonyitasa megtaldlhaté H.S.M. Coxeter és S. L. Greitzer: Az ujra felfedezett geometria cimii konyvében
(Gondolat Kiado, 1977.) (2.1.2 Tétel), de a 3. feladat is segitséget ad a bizonyitashoz.

Tegyiik fel most, hogy azt a feladatot kapjuk, hogy szerkessziink haromszoget, ha adott koriilirt és beirt kérének
sugara és a két kozéppont tavolsaga. A tétel alapjan mondhatjuk, hogy ha a harom adat nem teljesiti a (3) Osszefliggést,
akkor nem létezik ilyen haromszog, ha viszont teljesiti, akkor a haromsz6g alulhatarozott, végtelen sok megoldas van.

A helyzet ahhoz hasonld, mint mikor hdarom szogbdl akarunk haromszoget szerkeszteni. Csak akkor van megoldéas, ha
a szogek Osszege 180°, ekkor viszont végtelen sok megoldas van. S6t, a haromszog egyik oldalat ilyenkor tetszélegesen
felvehetjiik, mindig talalunk megoldast. Eppen igy, ha az e és a korok R, r sugarai és kozéppontjuk d tavolsaga
kielégiti a (3) egyenletet, akkor az e kor barmely pontja felvehets egy e-be és a koré irt haromszog cstucsaként. Ez az
allitas persze indoklasra szorul, ehhez hozzasegit pl. a 3. feladat. Az el6z6 allitasbol és Euler tételébdl mar kovetkezik
Poncelet tétele az n = 3 esetre: csak a (3) feltétel teljesiilése esetén zarodhat a poligon harom lépésben, akkor viszont
akarhonnan indulva zarodik.(4. dbra).

Hogyan nem léteznek a (3) egyenletnek nem megfeleld adatokbdl szerkesztendd hdromszogek? Poncelet bizonyitasa-
nak lépései és konyvének bevezet§jében a szerkeszt§ eszkozok beszerzésének nehézségeirsl vallé panaszai alapjan ugy
latom, hogy a rab mérnck erre a kérdésre kereste a valaszt.

Az 5. dbrdn ilyen rossz adatokbol probaltunk haromszoget szerkeszteni. Az e, a koroket a rossz adatoknak megfele-
16en vettiik fel. Az e kor egy probaképp felvett A pontjabol érintét htztunk a-hoz, ami e-bél kimetszette a haromszog
kovetkezd cstucsat, B-t. A B-bol a-hoz huzott masik érinté segitségével kaptuk C-t. Az AC egyenes lathatéan nem
érinti a-t, tehéat a szerkesztés nem volt sikeres. Tobb hasonlo probalkozas utan Poncelet azt vehette észre (hiszen ezt

3a PR - PQ szorzatot elGjelesen értelmezziik, tehat ha P-t6l R és Q ellenkezs iranyban vannak, azaz ha P a kor belsG pontja, akkor a
szorzat értéke negativ.



bizonyitotta), hogy a kisérletezés soran kapott AC egyenesek egyike sem érinti ugyan az a kort, de mindegyik érint egy
bizonyos masik kort, c-t. Raadasul ez a ¢ kor az e és a generalta kérsorhoz tartozik. Ez kiilondsen feltling a haromszog
szerkesztésének szempontjabol eleve reménytelen a, e metsz6 korok esetén.)

Tehat a szerkesztends haromszogek egyfajta nagyon szabélyos modon nem léteznek. Euler tételérdl kideriilt, hogy
nem egyszerden csak a hdromszogrol és annak két korérsl, hanem egy korsor elemei kozott kigy6zo poligon zarodasarol
szol.

A megfigyelésekbdl adodik az el6z6 szerkesztési feladat alabbi altalanositésa.

Az adott e kor és a belsejében felvett a, b, ¢ kérok tartozzanak ugyanahhoz a kérsorhoz. Szerkesztends haromszog,
melynek koriilirt kére e, AB, BC, AC oldalai pedig rendre érintik az a, b, ¢ kéroket.

Egy kiils6 pontbol egy korhoz két érint6 is huzhatd. Hogy az ebbdl fakado szerkesztési bizonytalansagot megsziin-
tessiik, a feladatban rogzitsiink az a, b, ¢ korokon egymaéstol fiiggetleniil egy-egy forgasiranyt, és koveteljiikk meg, hogy
a szerkesztend6 ABC héaromszog oldalain az AB, BC, AC iranyok mindharom érintési pontnél egyezzenek meg a
megfelel§ érinté kor forgasirdnyaval.

A szerkesztési feladat megoldasa korabbi feladatunkéhoz hasonld, de a bizonyitas itt még nehezebb. (6. dbra).Most
sem a szerkesztés okozza a nehézséget, hanem a diszkusszio: Ha az e, a, b, ¢ korok (és az utdbbiak forgésiranya)
megfelels, akkor e barmely pontjabol kiindulva az egyértelmi szerkesztési eljaras eredményeképp mindig haromszoget
kapunk. Altalaban pedig itt is azt vehetjiik észre, hogy a probalkozasok soran kapott AC egyenesek mindig a korsor
egy bizonyos ¢’ korét érintik, mindig ugyanabban a forgasiranyban, de ez a ¢’ kor az esetek zomében nem egyezik meg
c-vel. Most nem tériink ki ra, hogy mikor egyezik meg a ¢’ kér c-vel, éppen elég megleps, hogy a ¢’ kor egyaltalan
létezik.

Tekintsiik most az e kor pontjainak halmazan azt a leképezést, amely az X € e ponthoz hozzarendeli az X-bél az a
(iranyitott) korhoz huzott, az iranyitasnak megfelels érints e-vel valéo méasodik metszéspontjat. Ugy tekintjiik, hogy ha
az a kor megegyezik e-vel, akkor ez a leképezés az identitds, azaz a helybenhagyas. Ha az a kor koncentrikus e-vel, de
nem egyezik meg vele, akkor a vizsgalt transzformacio egy egyszerd elforgatas. Mas esetben csak a forgatashoz hasonlo
hozzarendelést kapunk, nevezziik ezt a tovabbiakban ferde elforgatdsnak. Két, azonos pont koriili elforgatas egymas
utani elvégzésének eredGjeként (azaz a két elforgatis kompozicidjaként) Gjabb elforgatast kapunk, melynek szbge az
eredeti forgasi szogek Osszege. ElGbb épp azt vettiik észre, hogy ennek az allitasnak az elsd fele altalanosithaté: az a
irdnyitott korre, majd a b irdnyitott korre vonatkozoé ferde elforgatasok kompozicidja is egy ferde elforgatas, nevezetesen
a fent emlitett ¢’ kor dltal meghatarozott ferde elforgatas. Jacobi bizonyitasa majd arra vilagit rd, hogy mi az a szam,
az a mérték, ami az altalanos esetben a forgasi szoget helyettesiti.

Mintha az e korbdl, a korsor e belsejében fekvs iranyitott koreibol és pontkorébsl (lasd a 2. feladatot), allo P

a®b="c.

Poncelet, bar szét sem ejtett ilyen absztrakt algebrai fogalmakroél, lényegében mégis azt mutatta meg, hogy ez a ®
mivelet asszociativ és kommutativ. (7. dbra):a ® b =>b® a Ez azt jelenti, hogy a P halmaz a ® miveletre nézve
kommutativ, masként szolva Abel csoportot alkot, hiszen a maradék csoportaxiomak is teljesiilnek: e az egységelem,
és egy irdnyitott kor inverze ugyanaz a kor az ellentétes iranyitasaval.

Gondolatmenetének eredményeként Poncelet a kordbban kimondottnal joval altalanosabb tételhez jutott el:

Poncelet altalanos tétele. Legyen e egy nem metsz6 korsor egyik kore, az a1, az, ..., an irdnyitott korck
pedig ugyanennek a kérsornak e belsejében taldlhat6é nem feltétleniil kiilonbézé tagjai. Az e kéron folvett Ay pontbol
kiindulva megszerkesztjiik az Ay, As,... A, pontokat ugyanezen a kiérén ugy, hogy az AgAi, A1As, ... Ap_14,
egyenesek rendre érintsék az ay, as, ... a, kéroket, az iranyitasnak megfelelGen. El6fordulhat, hogy a szerkesztés végén
éppen visszajutunk, azaz A, = Ag. Ebben az esetben az e kér barmelyik masik pontjabdl is indulunk ki, az n-edik
lépés utan vissza fogunk jutni a kezdépontba és még arra sem kell iigyelniink, hogy ugyanabban a sorrendben hiizzuk
az érint6ket a megadott kérékhoz.

Bizonyitas. Az e koérvonal ay, as, . .. a, kordkre vonatkozo ferde elforgatasainak kompozicidja a korsor
b=a1®a®...®a,

irdnyitott kore altal meghatarozott ferde elforgatéassal egyezik meg. Ez a transzformacié az Ay pontot onmagara képezi,
tehat a b irdnyitott korhoz Ag-bol huzott érinté nem metszheti az e kort, hanem azt is érinti. Ez azt jelenti, hogy b = e,
hiszen a korsor tobbi eleme e belsejében van és nem is érintheti e-t. Az e altal meghatarozott ferde forgatas az identitas,
tehat az Ag pont helyett barmelyik méasik pontbdl indulunk is ki, visszajutunk hozza. A csoport kommutativitdsa miatt
az se szamit, hogy milyen sorrendben huzzuk az érintéket a megadott korokhoz.

Ha a1 = a2 = ... = a, = a, akkor Poncelet kordbban emlitett tételéhez jutunk. Ott nincs sziikség a korok
iranyitasanak bevezetésére, mert ha az a kor (illetve az &altalanos esetben az ai, as... a, korok mindegyikének)
irdnyitasat megforditjuk, akkor ugyanazokat az érintGket kell megrajzolni, mint kordbban, csak ellenkezs iranyban és
forditott sorrendben.



Poncelet tétele és a harmadrendid gorbe

Feleltessiink meg a P csoport elemeinek egy-egy pontot az alabbi médon. Valasszunk e-n egy tetszGleges E pontot e
szamdara. A korsor egy tetsz6leges iranyitott korének feleljen meg az E-b6l hozza (az iranyitdsnak megfelelGen) hazott
érintG érintési pontja (8.a) dbra).

Az igy kapott pontok egy harmadrendd gorbe részhalmazat alkotjak (lasd a 6. feladatot). Ha a gorbe egységele-
mének az E pontot tekintjiik, akkor a szoébanforgo részhalmaz egyben részcsoport is lesz és a P-beli ® mivelet és a
harmadrendi gorbe * mivelete éppen megfelel egymésnak (8.b) dbra). Ezt az allitast itt nem bizonyitjuk.

Erdekesen 16g ki a sorbél a koncentrikus kérokbél allo korsor esete. Ebben az esetben P elemei valodi forgatasoknak
felelnek meg.

8.b) dbra. Ha a®b = ¢, akkor az E-b6l az a, b, ¢’ kordkhoz huzott érinték A, B, C' érintési pontjaira A+ B = C'.

Az E-b6l a korokhoz huzott érinték talppontjai elsé latasra nem harmadrendid gérbét, hanem az FO szakasz k
Thalesz-korét alkotjak. Ha az a iranyitott korhoz hozzarendelt pont A, akkor a kornek megfelels forgatas a 2- AOE<« =
leE<I—ge1 val6 forgatas, ahol F' a k kozéppontjat, < az irdnyitott szoget jeloli.

Tegyiik fel, hogy ehhez a Thalesz korhoz tartozik még egy [ egyenes is, nevezetesen az idealis egyenes. (A sugérnyalab
modellben ugy is fogalmazhatnank, hogy mostani dbrank a teljes konfiguracionak csak egy rajza, amirél lemaradt az
[ egyenes, mert a rajzsik parhuzamosan all az egyenesrdl szemiinkbe jov6 fénysugarak sikjaval.) Az [ Uk ponthalmaz
egy (reducibilis) harmadrendd gérbe, hiszen polinomja egy méasodfoku és egy els6fokt polinom szorzata. A reducibilis
gorbén nem végezhets el korlatlanul a * miivelet (pl. az egyenes két pontjat most nem tudnénk Osszeszorozni), de
az adott esetben k barmely két pontja Ossze-x-szorozhato. Az /Nl Bek pontok A x B szorzatat agy kapjuk, hogy
tekintjiik az AB egyenes és [ U k harmadik metszéspontjat, tehat az AB egyenes idedlis pontjat; majd ezt osszekotjik
E-vel, azaz parhuzamost hizunk AB-vel E-n at és ez az egyenes kimetszi k-n A x B-t. A % és ® miiveletek egymasnak
valé megfelelése tehat az alabbi elemi allitason mulik:

Ha az ABE héromszog kériilirt korének kozéppontja F és az EC' hur parhuzamos az AB hurral, akkor
EFA<+ EFBa = EFC< (mod 27).

E szép allitas igazolasat az olvaséra bizzuk.
Mig Poncelet 1822-ben publikalta poligonjait, a harmadrendd gérbe csoporttulajdonsigara csak 1835-ben deritett
fényt a konigsbergi Jacobi. De el6tte még neki is volt egy kalandja Poncelet tételével.

Elliptikus integralok

1827-ben a Journal fiir die reine und angewandte Mathematik & folyoiratban az alabbi feladatot tizte ki J. Steiner:

Egy 0tsz0g egyszerre hir- és érintd-6tszog is. Milyen Gsszefiiggés all fonn a két kor sugara és kdzéppontjaik tavolsaga
kézott? Oldjuk meg a feladatot 6-, 7-, 8-, 9, 10-sz0g esetére is.

Steiner tehat, Poncelet tételéhez kapcesolodva, a zarodas algebrai feltételei irant érdekl6dott. Steiner tudta a meg-
oldast ezekben az esetekben, de nemhidba ttizte ki a problémét, mert felkeltette Jacobi érdeklédését, aki igy 1j,
kiilonleges bizonyitast adott Poncelet tételére.

Jacobi ekkortajt az elliptikus integralokkal foglalkozott. Ez a problémakor G. Fagnano hercegnek az ellipszissel
és a lemniszkdta gorbével kapcsolatos eredményeibdl sziiletett. Fagnano szerette volna meghatarozni, hogy az (2% +
y2)2 = 2% — y? egyenleti lemniszkata origobol indulo ¢ hosszisagn harjahoz mekkora lemniszkataiv tartozik. (9.
dbra).Ezzel a problémaval ekvivalens kérdéssel J. Bernoulli és L. Euler is talalkozott rugalmassagtani vizsgalodasaik
soran. Egyikiiknek se sikeriilt folirni a lemniszkata ivhosszat megado I(t) fliggvényt.

Fagnano eredménye az volt, hogy meg tudta hatarozni, hogy milyen hosszt az a hur, amelyhez kétszer akkora iv
tartozik, mint a ¢ hosszisaga hidrhoz. Euler messzemenden altaldnositotta a modszert. Képletet, ugynevezett addicids
formulat, adott, amely a t1, to szdmokbol elGallitja annak a hirnak a hosszat, amelyhez tartozé iv éppen olyan hossza,
mint a t; és to hosszisaga hirok ivei 6sszesen. Euler ezen is tul ment: megadta azoknak az iv- és teriiletszamitasi prob-
lémaknak (4ltalanosabban: integrdloknak) egy széles korét, ahol addicios formula adhato. Ezeket nevezziik elliptikus
integraloknak.

Jacobi is jelentGs eredményeket ért el ebben a témaban. N. H. Abellel versengve irtdk a cikkeket az emlitett
folydiratban az elliptikus integralokrol. Jacobi, valtozatossagképpen, megprobalkozott Steiner feladataval is. Abrat
készitett, behuizott néhany vonalat, kifejezte a hosszukat és elamult: az elliptikus integralok addicios formuldihoz
kisértetiesen hasonld képletek alltak elGtte. A képletek azt mutattdk, hogy van egy mennyiség, egy integral, ami
a Poncelet-poligon egyes oldalainak behuzéasakor mindig ugyanannyival valtozik. A koncentrikus korok esetén ez a
mennyiség a poligonhoz tartozé kdzépponti szég. Ebben a specialis esetben ugyanis a két kor kozotti minden ,,érinté
hur" egyenls hosszt, kdzépponti szogeik is egyenl6ek. Ha e kozépponti sz0g n-szerese 360°, vagy annak egész szamu
tobbszorose, akkor a poligon n 1épésben zarodik, egyébként pedig nem.

4A Tiszta és alkalmazott matematika lap cimi folyoiratot éppen Steiner és Abel 6sztonzésére alapitotta A. L. Crelle porosz mérnok.



Jacobi azt latta a képletekbdl, hogy az altalanos esetben is van egy, a kozépponti szognek megfelel6 mérték. A tétel
bizonyitdsdhoz nem volt lényeges, hogy mi ennek a mértéknek a geometriai tartalma. Ezt azért hangsalyozzuk ennyire,
mert az aldbb kozolt bizonyitas logikus és szemléletes, de nem art tudni, hogy aki kitalalta, az méasfajta logikéaval,
maésfajta szemlélettel jott ra.

Jacobi bizonyitasa

Szeretnénk a Poncelet tétel e alapkorén egy olyan mértéket bevezetni, amely a kér PP’ és QQ' ivéhez ugyanazt a
szamot rendeli, ha a PP’ egyenes és a QQ' egyenes is érinti az a kort.

Probalkozzunk elészor egyméashoz kozeli ivekkel. Az is jo lenne, ha a PQ, P'Q’ ivek mértéke lenne egyenls. Az
emlitett ivek majdnem ugyanolyan hossziak, mint a PQ, P'Q’ szakaszok. Ezek a szakaszok, sajnos, nem egyenld
hossztak, de egymassal egyszertien kapcsolatba hozhatok. A PQT, Q' P'T haromszogek ugyanis az egyenld keriileti
szogek miatt hasonldéak. Ennek alapjan

PQ B P/Q/
(4) PT ~ QT

Az egyenlet két oldaldn a nevezdk a PQ, illetve a P'Q’ iv pontjaibol az a kérhoéz huzott érintészakaszok hosszat
kozelitik. Ez azt jelenti, hogy ha egyenlS mértéket akarunk adni a PQ, P'Q’ szemkoztes iveknek, akkor mindkettst a
pontjaibél az a kérhoz huzott érinté reciprokaval kell sdalyozni.

Ezt a gondolatot szemléletessé tehetjiik. Emeljiink az e korre, a kor sikjara merélegesen, hengerszertien egy palastot.
A palast alapja legyen maga a korvonal, a magassaga viszont pontonként valtozzék. A kor P pontjaban a palést
magassaga legyen egyenls a P-bél az a korhoz hazott érintGszakasz hosszanak reciprokaval. A palast felszine a keresett
meérteék.(10. dbra).

Allitjuk, hogy a PQ és a P'Q’ ivekhez tartozo palastdarabok felszine egyenls. A (4) egyenlet két oldaldn e palst-
részek felszinének egy-egy kozelits értéke all. A PQ és P'Q’ szakaszok hossza a PQ, PQ’ ivek hosszat, % és %
értéke pedig a vizsgalt ivek folotti palast magassagat kozeliti. E palastdarabok felszinére pontosabb értéket kapunk,
ha a PQ ivet és vele szemben a P'Q’ ivet kisebb darabokra osztjuk, és a kisebb részeket kiilon-kiilon becsiiljiik meg
egy-egy hur és kozelit6 magassag szorzataval. Ha ezt mindig a (4) egyenlet két oldalanak megfelels formula segitségével
tessziik, akkor a PQ iv és a P'Q’ iv fol6tti részekre mindig egyenld kozelits értékeket kapunk. Ezzel a modszerrel a két
palastrész felszinét tetszdleges pontossiggal megkozelithetjiik, ami csak ugy lehet, hogy ez a két rész egyenls felszind.

Eredményiinkbdl kovetkezik, hogy a PP’ és QQ’ ivekhez tartozo palédstdarabok is egyenld felszintiek. Képzeljiik el,
hogy a P, P’ pontokat Ggy mozgatjuk az e kérdén, hogy a PP’ hir mindig érinti az a kort. Megallapitasaink szerint
ekozben a PP’ ivhez tartozo paléstrész teriilete mindig 4llandé marad. Jeldlje ennek az allandénak az értékét J, a
teljes palast teriiletét 1.

A Poncelet-poligon pontosan akkor zarodik n 1épésben m korbefordulas utan, ha mI = nJ. Ez a feltétel teljesen
fiiggetlen az Ay kezdGpont megvalasztasatol,

J
igy Poncelet tételét bebizonyitottuk. Azt is lathatjuk, hogy a poligon akkor fog zarodni, ha a 7 hanyados racionalis

és a visszatéréshez sziikséges 1épésszam ennek a raciondlis szamnak a nevezdje.

A Jacobi-féle palast teriilete olyan tulajdonsagu, mint a lemniszkata ivhossza. Egy rogzitett pontbol indul6é hurok
hosszatol valo fiiggése transzcendens, azaz véges sok elemi fiiggvény segitségével nem fejezhetd ki. De ol lehet irni a
Fagnano-féle duplikacios képletnek megfelel n-szerezési formulét, amivel Steiner problémaja is teljes altaldnossdgban
megoldhaté. Ezt a munkat azonban, csak mintegy 25 évvel késébb, A. Cayley végezte el.

Jacobi moédszere, egy kis moédositéssal, alkalmas Poncelet altalanos tételének bizonyitaséra is. Ennek érdekében
rogzitsiink az e kordn egy E pontot és a palast P pont félbt‘% magassagat definiadljuk dgy, mint az F ponttdl, illetve

A
PPy
konstans szorzoéban kiilonbozik. Ertelme az, hogy ez a magassag univerzalis, a korsor minden eleme ugyanazt a palastot
hatarozza meg. Ennek magyarazata egy korabbi eredményiinkben rejlik. Lattuk, hogy ha a, b, e egy korsor harom

eleme, akkor e kiilonb6z6 pontjainak az a, b korokre vonatkoz6 hatvanyainak, esetiinkben az érinté szakaszoknak, az
. 15 EEy PPy FE4 FEgp
aranya egyenld: = , azaz = .
YA CBY TEy ~ PPy PP, PPg
Ha a teljes palast teriilete I, a korsor ay, as, ..., a, irdnyitott elemeihez az érint6k altal meghatarozott ivek folotti

palastdarabok teriilete Ji, Js, ..., J, akkor a zarddéas feltételét a

a P ponttol az a korhdz huzott érinték aranyat: m(P) . Ez a korébban definialt magassagtol csak az EE4

Ji+ o+ +Jy=ml

egyenlet fogalmazza meg. Ennek az 0sszefiiggésnek a teljesiilése pedig valoban filiggetlen a kezd6pont valasztasatol.

Feladatok



1. a) Mutassuk meg, hogy barmely korsor tagjainak kézéppontjai egy egyenesen helyezkednek el.
b) Legyen egy korsor egyik korének sugara R, a korsor egy maésik, az el6zénél kisebb korének sugara r, a két
kozéppont tavolsdga d. Bizonyitsuk be, hogy a

4Rd

h=——
(R+d)? —12

értéke nem filigg a kisebb kor valasztésatol.
¢) Mutassuk meg, hogy a korsor rendre akkor koncentrikus; nem metsz8; érintd; metszs, ha k = 0; 0 < k < 1;
k=1;1<k.

2. Bizonyitsuk be, hogy a nem metszd; érinté; metsz6 korsorokban rendre 2; 1; 0 pontkér, azaz (x—u)?+(y—v)? =0
egyenletd alakzat talalhaté.

3. Az ABC haromszog koriilirt kore e, beirt kore a. A két kor sugara R, illetve r, kozéppontjaik tavolsiga d. A
beirt kor érintési pontjai X, Y, Z.
a) Bizonyitsuk be, hogy az a korre vonatkozo inverzional az e kor képének sugarat és kézéppontjanak a kdzéppont-
jatol valo tavolsagat az
o Rr? J - dr?
R _ a2 RZ _ 2

képletek adjak meg!

b) Bizonyitsuk be, hogy az a korre vonatkozo inverzional az A, B, C pontok az XY Z haromszog oldalfelez&pont-
jaiba képzd6dnek.

c) Bizonyitsuk be Euler tételét!

d) Bizonyitsuk be Poncelet tételét az n = 3 esetben!

4. Keressiik meg az Euler tételének megfelel$ formulat a haromszog korilirt és hozzdirt korére vonatkozolag!

5. a) Bizonyitsuk be, hogy az a(x,y) = 0, b(x,y) = 0 korok generalta korsor P(&,n) ponton atmend elemének
egyenlete:
b(&,ma(z,y) — a(§,m)b(z,y) = 0.

b) Bizonyitsuk be, hogy az (1) egyenleti kort a P(&,n) pontjaban érint6 egyenes egyenlete:
(€ —ua)(z = &)+ (n—va)(y —n) = 0.

c) Bizonyitsuk be, hogy egy pontbdl egy korsor elemeihez huzott érint6k érintési pontjai altaldban harmadrendd
gorbét alkotnak.

6. a) Irjuk f6l az (1) egyenlet homogén megfelelgjét és mutassuk meg, hogy a korre illeszkednek az (1, 4, 0),
(1, —i, 0) idealis és egyben képzetes (i* = —1) pontok.
b) Bizonyitsuk be, hogy egy valos egyiitthatos, nem iires irreducibilis méasodrendd gorbe pontosan akkor kor, ha
illeszkednek 14 az (1, i, 0), (1, —i, 0) pontok[
Hraské Andras

5A komplex szamok bevezetése a geometriaba szintén Poncelet hadifogsagbeli téprengéseinek eredménye. Tébbek kdzitt ezt mondta:
ha komplex koordinatakat is megengediink, akkor barmely két maso‘drendfi gorbének létezik két kozds pontja. Ha ezeket atvetitjiik az
(1, 4, 0), (1, —4, 0) pontokba, akkor a két gorbébdl két kort kapunk. Igy a Poncelet tételt is elég két korre igazolni.









