
Marosvásárhely, 1999. deember 11.

Az emlékversenyre évente, deemberben kerül sor a marosvásárhelyi Bolyai Farkas Líeumban. Isko-

lánk vezet®sége és matematika tanárai így állítanak emléket a líeum egykori diákjának, a nyolvanas

években rendezett számos helyi és országos matematika verseny díjazottjának, Hegyi Lajosnak, aki �

máig is tisztázatlan körülmények között � h®si halált halt 1989. deember 21-én, városunk f®terén.

A idei versenyen Erdély nagyhír¶ iskoláiból közel száz, matematikát kedvel® és színvonalasan m¶vel®

diák vett részt. Sajnos a verseny kezdetekor vasutassztrájk bénította meg részlegesen a közlekedést,

így néhány sapat nem tehetett eleget a meghívásnak.

Az ünnepélyes eredményhirdetést Fodor Imre, Marosvásárhely polgármestere is megtisztelte jelenlé-

tével.
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Dáné Károly

A III. Hegyi Lajos Emlékverseny feladatai

IX. osztály

1. Egy hétjegy¶ telefonszámot (a1a2a3a4a5a6a7) megjegyezhet®nek nevezünk, ha az a1a2a3 számjegy-

sorozat megegyezik az a4a5a6 vagy a5a6a7 számjegysorozatok valamelyikével (esetleg mindkett®vel).

Minden egyes ai a 0, 1, 2, . . . , 9 számjegyek bármelyike lehet. Hány megjegyezhet® telefonszám van

összesen?

2. Határozzátok meg az x, y és z valós számokat, ha:

√
x+

√

y − 1 +
√
z − 2 =

x+ y + z

2
.

3. Oldjátok meg az egész számok halmazán a következ® egyenletet:

(x + y)2 − 4(x− y) = 13.

1



4. Adott a síkban két háromszög: ABC és A′B′C′
, súlypontjaik G, illetve G′

. Bizonyítsátok be, hogy:

a)

−−→
AA′ +

−−→
BB′ +

−−→
CC′ = 3 ·

−−→
GG′

;

b) ha

−−→
A′B = k ·

−−→
A′C,

−−→
B′C = k ·

−−→
B′A,

−−→
C′A = k ·

−−→
C′B (k ∈ R, k 6= 1), akkor G és G′

egybeesnek.

X. osztály

1. Bizonyítsátok be, hogy ha z1, z2, . . . , zn ∈ C, és |z1| = |z2| = · · · = |zn|, akkor
(

1 +
z2

z1

)(

1 +
z3

z2

)

· · · · ·
(

1 +
zn

zn−1

)(

1 +
z1

zn

)

∈ R.

2. Oldjátok meg a következ® egyenletet: log3 (2
x + 1) = log2 (3

x − 1).

3. Két szabályos háromoldalú gúla alapja közös. Két oldalél által bezárt szög mértéke az egyik

gúlán α, a másikon β. A közös alapháromszög köré írt kör sugara a két gúla magasságának mértani

középarányosa. Igazoljátok, hogy:

cosα+ cosβ =
1

2
.

4. Egy konvex négyszögben AB és CD szemben fekv® oldalak. Mindkett®t 3 egyenl® részre osztjuk, és

a megfelel® szemben fekv® osztópontokat összekötjük. (A keletkezett szakaszok nem metszik egymást.)

Bizonyítsuk be, hogy az így keletkezett 3 négyszög között van olyan, amelyiknek a területe egyenl® az

adott négyszög területének egyharmadával.

XI. osztály

1. Adott egy n × n mez®b®l álló sakktábla. Legkevesebb hány mez®t kell találomra kifesteni hogy

biztosan létezzen legalább egy teljesen befestett sor vagy oszlop?

2. Legyen A ∈ Mn(R); A2 = 0n. (A n×n-es valós mátrix, a négyzete az azonosan 0 mátrix.) Igazoljátok,

hogy:

a) det(A+ In) ≥ 0;
b) ha n páratlan szám, akkor det(A+ In) ≥ det(A− In).

3. Legyen xn = sinπ
3

√

n3 + n+ π, yn =
xn+1

xn

, zn = nxn (n ∈ N
∗
). Tanulmányozzátok az (xn)n>0, (yn)n>0

és (zn)n>0 sorozatok konvergeniáját, és amelyiknek van, számítsátok ki a határértékét!

4. Adott a0 = a1 = 0, an+1 − 2an + an−1 = n, ∀n ∈ N
∗
. Bizonyítsátok be, hogy a bn = n

√

an

n(n− 1)
összefüggéssel értelmezett (bn)n≥2 sorozat konvergens, és számítsátok ki a határértékét!

XII. osztály

1. Az f : (0, π) → R, f(x) =
sin 2nx

sinx
(n ∈ N

∗
) függvény egyik primitív függvénye F . Bizonyítsátok be,

hogy ha lim
n→0

n>0

F (x) = 0, akkor F
(π

2

)

= 2

(

1− 1

3
+

1

5
− · · ·+ (−1)n+1

2n− 1

)

.

2. Legyen α1, α2, . . . , αn ∈
(

0,
π

2

)

, és sn = sin2 α1 + sin2 α2 + · · ·+ sin2 αn. Bizonyítsátok be, hogy

tg

2 α1 + tg

2 α2 + · · ·+ tg

2 αn ≥ n · sn
n− sn

(n ∈ N
∗).

3. Legyen (G, · ) egy soport, amely rendelkezik a következ® tulajdonsággal:

∃a ∈ G úgy, hogy ∀x ∈ G esetén a · xn · a = x.

Bizonyítsátok be, hogy, ha n = 2, akkor G sak egy elemb®l áll, ha pedig n = 3, akkor G kommutatív

soport.

4. Hány megoldása van az egész számok halmazában az

1

x
+

1

y
=

1

10n
egyenletnek (n ∈ N

∗
)?
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