1. Bevezetés

A szamitogépes haldzatokon keresztiil torténé kommunikécio térhoditasa nyoman elStérbe keriilt az tn. nyilvdnos
jelkulesi titkositasi eljarasok iranti igény. A nyilvanossag ebben az esetben azt jelenti, hogy a titkositas modja (az
tizenetek kodolasanak és dekodolasanak elve) minden, a kommunikacioban résztvevs szerepld szamara ismert, igy a
rendszerhez barki csatlakozhat, ha készit maganak egy csakis altala ismert titkos ,kulcsot” (bizonyos, a rendszer altal
el6irt szabvanyok szerint) és nyilvanossagra hoz (mintegy a sajat ,telefonszamaként”) egy masik kulcsot; az el6bbi és a
cimzett nyilvanos kulcsa segitségével titkositja az altala elkiildott lizenetet, amelyet a cimzett a sajat titkos és a felado
nyilvanos kulcsa segitségével tud megfejteni. E  kétkulcsos” rendszernek a részletes leirasa helyett itt csupan arra a
tényre utalunk, hogy az egyik ilyen, széles korben elterjedt rendszer (az RSA-séma) esetében a kulcsok elGallitasahoz
két nagy (t6bb széz jegybdl allo) primszamra van sziikség, és a rendszer eleget tesz annak a kivanalomnak, hogy az
A altal B-nek irt lizenetet csak B képes megfejteni, viszont barki képes meggy6z&dni arrdl, hogy az iizenet csakis
A-t0l szarmazhatott, tehat hamisithatatlan. Ezek az egymésnak ellentmondani latsz6 kovetelmények egy roppant
yhegativ’ ténynek koszonhet6en elégithetdk ki: jelenleg nem ismert olyan algoritmus, amellyel egy sokszéaz jegyd szamot
primszamok szorzatara lehetne bontani — természetesen szamitogéppel — kevesebb, mint néhany milliard év leforgasa
alatt!

Hogyan készithet viszont maganak egy résztvevd ilyen nagy primszamot? Tegyiik fel, hogy taldlomra valaszt sok
nagy szamot, és megnézi, van-e kozottiik prim. Megmutathato, hogy ha ,elég sokat” valaszt, akkor a szdmok kozott nagy
valoszintiséggel talal primet. A kérdés azonban az, hogyan dontse el egy kivalasztott n szamroél, hogy az primszam-e.
A szam primtényezbkre bontasa, mint arra mar utaltunk, reménytelennek latszé probalkozas.

Fermat tétele szerint a?~! = 1 (mod p), ha (a, p) = 1 és p prim. Ennek nyoman kézenfekvének tiinik a kovetkezs:
valaszt egy, az n-hez relativ prim a egészet (ez valéban megtehets) majd kiszamitja a" '-nek az n-nel valo osztési
maradékat (géppel ez kénnytiszerrel elvégezhets). Ha a kapott maradék nem az 1, akkor n bizonyosan nem prim. A
mésik esetben, ha a maradék 1, nagyon egyszertd lenne feltételezni, hogy n prim; csakhogy néhany Osszetett n szam is
rendelkezik a kdvetkezd tulajdonsaggal:

(1) a" ' =1 (mod n) minden a-ra, amelyre (a, n) = 1.

Ezeket a szamokat Carmichael-szamoknak nevezziik. Ha (1) teljesiil n-re, akkor csak abban lehetiink biztosak, hogy a
kérdéses szam prim vagy Carmichael-szam.

Azt hogy Carmichael-szam létezik, 1910 6ta tudjuk, amikor is R. D. Carmichael megadott néhéany ilyen tulajdonsaga
szamot. Bar az els6 példak 1910-bél valok, az an. Korselt-kritérium 1899-re datalodik:

Egy 0sszetett n szdm pontosan akkor Carmichael-szdm, ha n négyzetmentes, és minden p primre p | n-bél (p —1) |
(n — 1) kévetkezik.

Az alabbiakban ezt be is fogjuk bizonyitani. A legkisebb Carmichael-szam 3-11-17 = 561, tovabbiak: 5-13-17 = 1105,
7-31-73 =15 841.

Ezt kovetSen 1939-ben Chernick [6] talalt egy univerzalis formulat, amelynek segitségével Carmichael-szamokat
kaphatunk:

k—2
Ur(m) = (6m +1)(12m +1) [T (9 2'm + 1),
i=1
ha az Osszes tényezd prim.

Masok sok primtényezds Carmichael-szamokat allitottak els: 1978-ban Yorinaga [7] legfeljebb 15 tényezdsoket,
Zhang [8] 1305 tényezds, Guillame és Morain [9] 5104 tényezds szamokat konstrudltak. Szisztematikus kereséssel
Pinch [2| megtalalta az 6sszes Carmichael-szamot 10'%-ig. Manapsag az egyik legnagyobb ismert Carmichael-szamnalk
1101 518 tényezGje van, Giinter Loh és Wolfgang Niebuhr [1] talalta 1996-ban.

Persze a legfontosabb kérdés az, hogy van-e végtelen sok Carmichael-szdm. A valasz: igen. Ezt W. R. Alford, A.
Granville és C. Pomerance [3] bizonyitotta be 1994-ben, nem elemi aton. A bizonyitas alapjaul szolgalé heurisztikus
algoritmus Erdgs Paltol szarmazik, erre kés6bb még vissza fogunk térni.

Az alabbiakban megemlitiink néhany, Carmichael-szamot konstrualéd algoritmust: .

1. Definialjuk elGszor a A fiiggvényt: ez n-hez azt a legkisebb A(n) pozitiv egészet rendeli, amelyre a =1 (mod
k

n) minden, az n-hez relativ prim a egészre teljesiil. A X fliggvénynek fontos tulajdonsaga, hogy n = pr‘ esetén
i=1

)‘(n) = [)‘(p?l)v ) )‘(pgk)] )
és az is belathato, hogy
AP = (pft) = pf""fl(pi —1), hap; > 2 vagy a; < 2272 hap, =2és o > 2

(¢ az Euler-fiiggvényt és [...] a legkisebb kozos tobbszorost jeloli). Loh és Niebhur algoritmusanak alapja R. D.
Carmichael tétele, mely szerint egy dsszetett N szdm pontosan akkor Carmichael-szim, ha N =1 (mod A(N)).



Legyen N a keresett Carmichael-szam. Az algoritmus egy adott L szdmmal indul, amelyre L = A(NV) teljesiil majd.
Ezutan meghatarozzuk N 0sszes lehetséges primosztojat, tekintetbe véve a Carmichael-féle \ fiiggvény tulajdonsagait
és a Korselt-kritérium alabbi kdvetkezmeényét:

Legyen S az N primosztéinak a halmaza, az S-beli primek szorzatanak a maradéka L-lel osztva legyen k.

Ha k = 1, akkor S elemeinek szorzata Carmichael-szam.

Ha k£ > 1, akkor megkeressiik az S-nek egy olyan valédi T' részhalmazat, amelyben az elemek szorzata szintén k
maradékot ad L-lel osztva. Az S-nek a T-be nem tartozo elemeit Gsszeszorozva kapunk Carmichael-szamot.

2. A kovetkezs eljaras segitségével hatarozta meg R. G. E. Pinch [2] a Carmichael-szamokat 10'°-ig. Két eredményt
hasznéalt: az egyik N. G. W. H. Beeger [11]-t6] szarmazik 1950-bSl: ha r > g > p primek és pgr Carmichael-szam,
akkor 2p® > ¢ és p> > r. Ezt kés6bb Duparc [12] altalanositotta: ha g, r primek és mqr Carmichael-szam, akkor
2m? > q és m>® > r. Ezeket speciélis esetekre egyébként R. G. E. Pinch is belatja az emlitett cikkben, az altalanos eset
szép és rovid bizonyitasa példaul [10]-ben taladlhaté meg. Az eljaras tulajdonképpen megkeresi minden rogzitett d-re
a d primtényezés Carmichael-szamokat 10*°-ig ugy, hogy rogzit d — 2 darab primet a Korselt-kritérium mar emlitett
kovetkezményét figyelembe véve, és ezekhez keres a fenti tulajdonsagok és még néhany egyéb tulajdonsag segitségével
két 1 primtényezét.

3. H. Dubner [4] is foglalkozott Carmichael-szam konstrukcios algoritmusokkal, cikkében egyiptomi tortek segitsé-
gével allit el Carmichael-szamokat. Konstrukcidéjanak az a lényege, hogy minden p; primtényezét a;SM + 1 alakban

ir fel. Ekkor a Korselt-kritériumbol kapjuk, hogy minden primtényez6re — egész, ahol S az a;-k Osszege, G pedig

a
egy igen bonyolult kifejezés. Ekkor, mivel G tulajdonsigai nehezen meghatzérozhatéak, S-re tesziink feltételt. Ha S-
nek osztdja minden a;, akkor a kritérium teljesiil, és a primek szorzata Carmichael-szam lesz. Ez a feltétel elvezet a
tokéletes és a majdnem tokéletes szamok elméletéhez, ami kapcsolodik az egyiptomi tortek kérdéskoréhez.

4. A legfontosabb algoritmus Erdgs P&l nevéhez fiiz6dik. Mint mér emlitettiik, végiil ennek alapjan sikeriilt bizo-
nyitani azt, hogy végtelen sok Carmichael-szam létezik. A heurisztikus eljarasban olyan L-et keresiink, amelyhez sok
olyan p primszam van, amelyre p — 1 osztdja L-nek. Ha ezek koziil néhanynak a szorzata L-lel osztva 1 maradékot ad,
akkor ez a szorzat Carmichael-szam. Valoban, a p — 1 szdmok osztjak L-et, amire nézve a szorzat 1-gyel kongruens,
igy a Korselt-kritérium alapjan a szorzat Carmichael-szam.

A Carmichael-szamok elméletében nagyon fontos a Korselt-kritérium. Ennek nem elemi bizonyitésa ismert, ld.
[10] (a kritériumot csoportelméleti eszkozokkel bizonyitja a szerzs). Ebben a cikkben olyan bizonyitast mutatunk
be a kritériumra, amely nem hasznélja a csoport fogalmat, és ramutatunk néhany fontosabb kévetkezményre, mint
példaul arra, hogy miért nincs paros Carmichael-szam. A cikk masodik részében egy olyan algoritmust frunk le,
amely viszonylag gyorsan tud mar ismert Carmichael-szdmokbdl tovabbiakat elGallitani . A legnagyobb igy konstrualt
Carmichael-szam a

7-37-541-12739 - 10317781 - 22554667081 - 447063138358143121-
-30950858908976766878175943602213931188237121 =
= 5747734003220319000778899499188473399570423543440246391461042013626283371921438393026241.

2. A Korselt-kritérium elemi bizonyitasa

Az aldbbiakban bebizonyitjuk a Korselt-kritériumot. Ehhez két segédtételen keresztiil jutunk el. Koziiliik igazan
csak az elsére lesz sziikségiink, a masodikat csupan arra fogjuk hasznalni, hogy az egyik tételre kétféle bizonyitast is
adhassunk.

1. Lemma. Legyenek a, n, x, y pozitiv egészek, (a, n) =1, x >y és
a® =1 (mod n),(1)a¥ =1 (mod n).(2)

Ekkor ¥ =1 (mod n).
Bizonyitas. Felhasznéljuk, hogy ha z = (x, y), akkor léteznek olyan ¢, d egészek, amelyekre z = cx + dy. Ha

(1)-et és (2)-t ezekre a hatvanyokra emeljiik, akkor azt kapjuk, hogy a/® =1 (mod n) és a/”¥ = 1 (mod n). Legyen

r = |clz és s = |d|y, ekkor az el6z6ek a” = 1 (mod n) és a® = 1 (mod n) alakba irhatoak; tegyiik fel, hogy példaul

r > s, akkor r — s = cx + dy = z. Kivonva az utols6 kongruenciat az el6z6bdl: «” — a® = a®(a”"~° = 1) = 0 (mod n), és
1

igy a®(a"7° — 1) = kn egy alkalmas egész k-ra. De (a, n) = 1,igy n | a"~° — 1, vagyis a® = a"~° =1 (mod n).

2. Lemma. Legyenek py, ..., px pdronként kilonbozd primek, és legyen n = p1 - ... pr. Ekkor

g (g)pil =1 (mod n).



Bizonyitas. Mivel (2, pi> = 1, felirhatjuk minden i-re a kis Fermat tételt:

bi
pi—1
(ﬁ) =1 (mOd pi)u

Di

n pi—1
— _1:Ci'pi7
Di

alkalmas ¢; pozitiv egészekkel. Szorozzuk Ossze ezeket az egyenl&ségeket:

f1((z)" ) e

A bal oldalon a szorzasok elvégzése utan egy szorzatokbol allo Gsszeget kapunk; ezt az 6sszeget harom részre oszthatjuk:

aAZazZ

pi—1
az elsG részben szerepeljenek azok a tagok, amelyek két vagy tobb <£) alaku tényez6t tartalmaznak. Ezek a tagok
i
oszthatoak n-nel, igy atvihetjiik Sket a jobb oldalra, ami igy oszthatéo marad n-nel. A mésodik rész a

G

=1

tag, a harmadik pedig (—1)’“. Ezek utan az egyenletet igy irhatjuk:

oy () A

. i=1
agyis
vagy ko o\mel
Z (—) —1=0 (mod n).
=1 \Pi

Most pedig kovetkezik a Korselt-kritérium bizonyitasa. Ezt harom lépésben tessziik meg.
1. Tétel. Ha n Carmichael-szam, akkor négyzetmentes.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy n = p?m, ahol p prim, és m egész. Irjuk fel n primtényezss felbontasat:

k
(a3 (7
n=p*-[]r",
i=1

ahol a > 2. Az n Carmichael-szam, igy ha (a, n) = 1, akkor a" ! =1 (mod n). Az (a, n) = 1 miatt (a, p) = 1, és az

el6z6 kongruenciabol a” ' =1 (mod p). Felirhatjuk az Euler-Fermat tételt a-ra és p® -ra, mivel (a, p®) = 1:

a?" D =1 (mod p®).

Felhasznélva az elsé lemmat: ha z = (n — 1, p®~!(p — 1)), akkor a® = 1 (mod p®). Vizsgaljuk meg z-t! Lathato, hogy
z=m-1, p* *p—-1)) = (n—1, p—1), mivel ha p*~* | n, akkor p nem oszthatja (n — 1)-et. Mivel a > 2, azért
a® =1 (mod p?). Viszont z = (n — 1, p — 1), igy létezik olyan t € Z™, hogy p—1 = zt. Igy ha az utolsé kongruenciat a
t-edik hatvanyra emeljiik, akkor azt kapjuk, hogy a? ' =1 (mod p?). Legyen ¢ = p — p?m™+1 ekkor az Euler-Fermat
tétel szerint ¢ = p — p = 0 (mod m), és nyilvan ¢ = p (mod p?); specidlisan (c + 1, n) = 1. Legyen a = ¢ + 1; a
binomialis tétel szerint (alkalmas b pozitiv egésszel)

AP P=(c+ 1P =b+(p—De+1l=p-1p+1=p>—p+1=1—-p#1 (mod p?).

Ellentmondasra jutottunk, tehat nincs olyan p prim, amelyre p? | n.

2. Tétel. Ha n Carmichael-szam, és p az n primosztéja, akkor (p—1) | (n —1).

Bizonyitas. Mivel n Carmichael-szam, n négyzetmentes, és a" 1 = 1 (mod n) minden a-ra, ha (a, n) = 1.

Felhasznalva a Carmichael-féle A fliggvényt és tulajdonsagait, azt kapjuk, hogy ™ =1 (mod n). Miveln = py-...-pg,
azért A(n) = [p1 — 1, ..., pr — 1], és az 1. lemma miatt A(n) | (n — 1). Igy ha p | n és n Carmichael-szam, akkor
P—1[(n—1).

3. Tétel. Han =pi-... pg, ahol p1, ..., px pdronként kilonbizé primek, tovdibbd (p; —1) | (n—1) (i=1, ...,
k), akkor n Carmichael-szdm.



Bizonyitas. Legyen (a, n) = 1, és irjuk fel a kis Fermat tételt minden p;-re ((a, p;) =1,i=1, ..., k):

1=a”"1 (mod py),:1=aP*~! (mod py).

-1
Emeljiik az i-edik kongruenciat a ¢; = ((; — 1)) -edik hatvanyra:
a" ' =1 (mod p;),:a" ' =1 (mod py).

Ezen a ponton két lehetGség koziil valaszthatunk: ElGszor nézziik meg az egyszeribbet. A fenti kongruencidkbol
kovetkezik, hogy a"~' — 1 oszthatoé pi, ..., pr-val, tehat a”"' = 1 (mod n). A masik lehetSség kissé hosszabb.
Tekintsiik a kongruencidkat tgy, mint egy szimultan kongruenciarendszert az " '-re mint ismeretlenre nézve. Ezek
utén, felhasznalva a kinai maradéktételt és a 2. lemmat, kapjuk, hogy ™' =1 (mod n).

A Korselt-kritérium bizonyitdsa utan ldssuk annak néhany kévetkezményét:

1.p; nem oszthatja (p; —1)-et (1 < j < i < k), mert ez ellentmondana annak, hogy (p; — 1) | (n — 1) és p; | n egyszerre
teljesiil. Ezért nincs paros Carmichael-szam.

2.Ha n Carmichael-szam és van 4k + 1 alakt primosztdja, akkor a 4k — 1 alakt primosztdinak szama péros. Hasonlo
igaz 4 helyett 6-ra is. Belda hosszadalmas.

3.Minden Carmichael-szamnak legalabb harom kiilénb6z6 primosztdja van. Ha ugyanis csak két primosztdja lenne,
azaz n = pq, ahol p, g primek, akkor:

pg—1 pg—p+p—-1_~ p—-1
= =p+ egész,
q—1 q—1 q—1
igy L 1 egész, és ugyanigy 4= 1 is egész; tehat L 1= 1, amibél p = q kovetkezik, de ez ellentmond a négyzetmentes
tulajdonsagnak.

3. Carmichael-szamok konstrualasa Carmichael-szamokbol

Az aldbbiakban azt vizsgaljuk meg, miként lehet és érdemes Carmichael-szamokat konstrualni mar ismertekbdl.
Els6ként a szamtani sorozat lehet&ségét vizsgaljuk. Megmutatjuk, hogy ilyen médon csak nagyon korlatozott mértékben
juthatunk Carmichael-szdmokhoz, s6t az azoknal lényegesen gyakoribb négyzetmentes szamokhoz.

4. Tétel. A négyzetmentes szamok halmazdaban nincs végtelen szdimtani sorozat.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik egy kivant sorozat. Legyen pips...p, az els6 elem és d a differencia. Ekkor
a sorozat minden eleme pips...p, + kd alakba irhaté, és ezek a szdmok négyzetmentesek. Tehat pf nem lehet osztoja
P1...Pn + kd-nek semmilyen i-re és k-ra. Minden i-re két lehetSség van: (d, p;) = 1 vagy (d, p;) = p;- Ha (d, p;) =1,
akkor létezik olyan x, amelyre
xd = —p1...Pi—1Dit1- - -Pn (mod py),

igy pi-vel beszorozva:
P1...pn + pixd = 0 (mod p?);

tehat ekkor k = p;x valasztassal egy olyan tagjat taldltuk meg a sorozatnak, amelynek van négyzetszam osztoja. Ezért
minden é-re (d, p;) = p;, tehat d = p;.. .p,d;.
A sorozat k-adik eleme:

P1-pn+kd=p1...pn +Ekp1...prd1 = p1.. .pn(l + kdl)
A fenti okoskodast folytathatjuk di-re: ha (di,p;) = 1, akkor p;-hez létezik olyan x;, amelyre
x;d; = —1 (mod p;),

és akkor p; | x;dy + 1, tehat p? | p1...pn(zidy + 1), ellentmondas.

Tehat azt kaptuk, hogy p% | d minden i =1, ..., n-re. Legyen a = p;...p,; ezzel a jeloléssel minden elem a + ka’d,
alakba irhato. De a + ka?ds = a(l + kads)-ben
k = ady + 2-t helyettesitve:

a(l + kady) = a(1 + (ady + 2)ads) = a(1 + 2ads + (ads)?) = a(1 + ady)?.

Igy ellentmondasra jutottunk, megmutattuk hogy minden végtelen szamtani sorozatban van olyan elem, amelynek
osztOja egy négyzetszam.



Megjegyzés. Ugyanennek a tételnek egy elegansabb és jol dltalanosithatd bizonyitasat adta Wladyslaw Narkiewicz
egy levelében, a tétel bizonyitasat egy két tagbol allé szimultan kongruenciarendszer megoldasara vezetve vissza.

A kovetkezSkben megvizsgaljuk, mikor lehet két Carmichael-szdm szorzata is Carmichael-szam. Ezzel azonban a
négyzetmentes tulajdonsag miatt Carmichael-szamok véges halmazabol csak véges halmazt tudunk elGallitani. A A(N)
fiiggvény segitségével egyszeri valaszt adhatunk a fenti kérdésre. A kapott feltétel a Korselt-kritérium kdvetkezménye.

5. Tétel. Legyenek N és QQ Carmichael-szamok. Az NQ szam pontosan akkor Carmichael-szam, ha (N, Q) =1,
valamint N =1 (mod A(Q)) és Q@ =1 (mod A(N)).

Bizonyitas. (N, Q) = 1 sziikséges a szorzat négyzetmentességéhez. A Korselt-kritériumot fogjuk hasznélni: NQ
Carmichael-szam, ha p | NQ bol p —1 | NQ — 1 kovetkezik. Legyen N = py...pg, Q = q1...qs. Ezzel a jeloléssel a

feltétel az, hogy az hanyadosok értéke egész legyen.

4;
Alakitsuk at ezeket a kifejezéseket:

NQ-1_NQ-Q+Q-1_Q(N-1) Q-1

pi—1 pi—1 o opi—1 pi—1
. . ) ) - .o Q-1 ) . . .
Mivel N Carmichael-szam, azért 1 egész, igy l—nek kell egésznek lennie, ha ¢ =1, ..., k; ez viszont akkor
és csak akkor teljesiil, ha @ =1 (mod [p; — 1, ..., pr — 1]). A Carmichael-fiiggvényt hasznalva ez éppen azt jelenti,

hogy @ =1 (mod A(NN)). A masik kongruencia ugyanigy lathato be.

A kovetkezdkben azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor nem egy ( Carmichael szamot, hanem csupan egy négyzet-
mentes R szamot valasztunk az N-hez szorzonak. Ekkor, ha N = p;...px, R = q1...qs, annyit mondhatunk, hogy
NR-R+R-1 R(IN-1) R-1
= +
pi—1 pi—1 pi—1

szerint R =1 (mod A(NV)) sziikséges, de a masik esetben ez nem miikodik, mivel nem tudjuk, van-e egyaltalan olyan
NR =

7 egész. Az el6zd bizonyitas gondolatmenetét hasznalva minddssze annyit allithatunk, hogy T
q; — q5 —

j
egész kell legyen minden j =1, ..., s-re. Ezek alapjan konstrualhatunk egy algoritmust ilyen R-ek keresésére, de az
bonyolult és lassd lenne a négyzetmentesség vizsgalata miatt. Ezért N-et csak egyetlen primmel szorozzuk; legyen ez
a prim ¢. Ekkor a Korselt-kritérium alapjan

Nq—1 Ngq—-N+N-1 N-—-1

= :N
q—1 q—1 +q—1

7, amelyre

N-1
igy 1 egész, ésha N =p;...pp ési=1,... k, akkor

Ng—1 Ng—qg+q—1 q(N-1) gq-1
pu— pu— +
pi — 1 p; — 1 p; — 1 pi —1

egész.

-1
Mivel N Carmichael-szam, azért d T egész kell legyen minden ¢ = 1, . . ., k-ra. Ez azt jelenti, hogy [p1 —1,...,px —1] |

q—1, vagyis A(N) | (¢ — 1).

Ezek és az el6z6 megallapitasok alapjan, ha létezik olyan k, amelyre ¢ = kA(N) + 1 prim, és egész, akkor

N —
kEX(N)
Ng Carmichael-szam. Dirichlet tétele szerint az nA(N) +1 (n € ZT) szamtani sorozatban végtelen sok primszam

talalhato, igy van ra esélyilink, hogy kivant alakt primet talaljunk. Vajon talalhatunk-e egy tjabb p primet Ng-hoz?
Nq— -1
Talén igen. Az el6z6ek alapjan p-t igy kereshetjiik: kiszamitjuk A(Ng)-t és %—t, meghatarozzuk ——— 3 ( N Osszes
q
osztojat, ezeket megszorozzuk A(Ng)-val, és hozzdadunk 1-et, végiil megnézziik, hogy ezek koziil melyik prim. Ebben
az algoritmusban A\(N¢) nagyon fontos, és ugy tlinik, nehéz kiszamitani. Szerencsére ez nincs igy. Ha ismerjiik A(IV)-et

az el6z6 ciklusbol, akkor konnyen kiszamithato A(Ngq):

A(N) = [pl - 17"'apk - 1]5A(Nq) = [pl - 15"'7pk - 1aq_ 1]7 de q = klA(N) + 17 igy)‘(NQ) = [pl - 17"'apk - 17k1[p1 - 17'

Ezek alapjan a kovetkezs algoritmust alkothatjuk meg:
1.[inicializalas] mo := A(N), i :=1, ko :== 1,
2.[]a Carmichael fiiggvény értéke] m; := kl(i )1m1-_1;
N2, —1
3y = ——
mg



4.meghatarozzuk az 6sszes olyan j-t, amelyre k:gj ) | 75 legyen a megfelel6 j indexek halmaza J;

5.[primtesztek] a kl(j )mi + 1 szamok primségi tesztelése; legyen A azon j indexek halmaza, amelyekre kfj )

ha A iires, akkor a ciklus véget ér;

6.[az ujabb Carmichael-szam]| Ni(j) = Ni(l_)l(k(j)mi +1);

K2

m; + 1 prim;

7.[ciklusléptetés| vissza a 2. lépésre: ¢ := i + 1;

Az elso lépés elstt mog = A(N)-et és kg = 1-et kell megadni az indulashoz, ahol N a kiindulasul vett Carmichael-
szam. Mivel egy ciklusban tobb k:g] )mi + 1 alaka primet is talalhatunk, azért ezt az algoritmust kombinalni kell egy
backtrack (visszaléptets) algoritmussal, hogy megtalaljuk az Gsszes lehetséges Carmichael-szamot. Ez az algoritmus
egyszertinek tlinik, azonban tartalmaz néhany bonyolult szamitast, amelyek hosszi id6t vehetnek igénybe.

A kritikus lépések a kovetkezok:

l
NY 1
m;

2.k Kk keresése;

%

1. kiszamitasa;

3.a kgj )mi + 1 szamok primségi tesztelése.

Az utols6 problémara nagyon jo és gyors tesztek vannak. Véleményem szerint, ha a harom esetet parhuzamosan
kezeljiik, akkor ezzel eléggé meggyorsithatjuk az algoritmust. Az 6sszekdtd kapocs a szamok dbrézolasa. Ha a szamokat
primhatvanyok szorzataként &brazolnank, akkor nagyon gyorsan lehetne osztani, osztokat meghatarozni és n — 1
primfelbontésa ismeretében viszonylag gyorsan meg lehet hatarozni n prim voltat. Tehat ha taldlnank egy viszonylag
gyors algoritmust n primfelbontasara n —1 primfelbontasanak ismeretében, akkor az egész algoritmus sokat gyorsulna.
A primtesztben a kfﬂ )mi + 1 kifejezésben kfﬂ ) is nagyon fontos. Szerencsére r; nagysagat jol tudjuk becsiilni N;_o
nagysagaval:

_— Ni1—1 Ni—2(k5§£)1mi—1 +1)-1 N Nia—1 1 N
C - i - 1—2 —_— 7 = i—2 ~—,
m; kfj—)l mi_1 mi—1 ka—)l kz(ﬂ )1

<

i—1

ezért r; > N;_o minden lehetséges i-re, IV,_o értéke pedig minden ciklusban egy primszorzoval novekszik, r; is legalabb
)

igy novekszik, és minden reményiink megvan arra, hogy egy nagy szamnak sok k;”’ osztdja legyen.
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