A Gy. 3213. gyakorlatban egy konvex 6tszog teriiletét kellett megfelezni keriiletének egy kijelolt pontjan dtmend
egyenessel (megoldasa megjelent a K6MaL 1999/3. szamaban). Az 1999/6. szamban kitizott B. 3295. feladatban az
volt a kérdés, hogy a haromszog sulypontjan atmend egyenesek koziil melyek felezik a haromszog teriiletét (megoldasa
e szam 96. oldalan). Aki megoldotta ezeket a feladatokat, rajohetett: A teriiletfelez6 nem okvetleniil salyvonal, a
sulyvonal pedig nem mindig teriiletfelez§. A mésodik feladatban silyponton dtmend egyenesekrsl van szd, amelyek
fizikai értelmezés szerint mind silyvonalak, a matematikai fogalomalkotés szerint viszont a haromszoégnek csak harom
sulyvonala van. A haromszogon tul — pl. egy 6tsz0g esetén — a matematikaban alig-alig esik sz6 stlyvonalrol. Az
emlitett két feladat j6 alkalom, hogy a stlypontrél beszéljiink. Ezt az is indokolja, hogy a dolgozatok javitdsa kézben
észrevehetjiik: a stulyvonal és a stulypont fogalma a megoldokban kialakulatlan.

A sulypont fizikai fogalom, amelyet pl. tgy értelmezhetiink, hogy a stlypontban alatdmasztott test egyenstlyban
van. Masrészt a sulypont fogalmat a matematikéban is hasznaljuk (pl. egy haromszog stilypontja vagy egy pontrendszer
stlypontja). A kozos nevet az indokolja, hogy bizonyos anyageloszlasok (homogén haromszoglemez vagy egyenld tomegii
pontszer( testek) esetén a matematikai értelemben vett sulypont megegyezik a fizikaival. Azonban, mint az alabbiakbol
kideriil, ez nincs mindig igy!

1. Pontrendszer siulypontja

a) Egyetlen pont esetén a sulypont azonos a ponttal.
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b) Az A, B pontok rendszerének silypontja az AB szakasznak az az S pontja, amelyre SA + S@ =0, tehat S az
AB felez6pontja.

C
3
I
A B
s
a b
1. dbra
c) Az A, B, C pontharmas sulypontja az az S pont, amelyre SA+SB+SC = 0, ami az 1. dbra jeloléseivel: a—s+b—
s + c — ] = 0, és igy
_atb+c
= T .
d) Teljesen hasonloan kapjuk, hogy az A1, As, ..., A, pontrendszer stlypontjanak helyvektora
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ahol a; az A; helyvektora.

2. Sulyozott pontrendszer sulypontja

Ha az 1.d) esetet ugy képzeljik, hogy az Ay, As, ..., A, pontokban mq, ma, ..., m, (esetleg nem pozitiv) silyok
vannak, akkor a rendszer S sulypontjara

Ezt a pontok helyvektoraval kifejezve:
mi(a; —s) +ma(az —s)+ -+ my(a, —s) =0,
amibgl
mia; + meag + ...+ mpa,

2 s = , mi+mo+---+my #0).
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(2)-bol latjuk, hogy a kozonséges pontrendszert csupa azonos sullyal silyozott pontrendszernek is tekinthetjiik
Sulyvonalnak hivunk ezutdn minden olyan egyenest, amelyik a pontrendszer sdlypontjan athalad.
Bizonyitas nélkiil megemlitiink két egyszerd tételt:

!Bar pontrendszer sulypontjat annak helyvektoraval adtuk meg, konnyen ellendrizhets, hogy maga a sulypont nem fiigg az origd
megvéalasztasatol. (A szerk.)



1. tétel. Ha egy sulyozott pontrendszert két, kdzos pont nélkili halmazra bontunk, és az egyiknek a sulypontja S1,
a benne lévd pontok siulyainak dsszege My, ugyanezek az adatok a mdsik halmazndl Sy és Ms, akkor a pontrendszer S
sulypontja az S152 egyenesen van, és S1.5 : SSy = My : My (515 és SSa irdnyitott szakaszok).

2. tétel. Ha egy sulyozott pontrendszer sulyat nem negativak, akkor a sulypont benne van a pontrendszer konvex

burkdban.

Mindkét tétel (2)-bdl levezethetd.
Az alabbiakban nemcsak véges pontrendszerek sulypontjat vizsgaljuk. Ehhez az 1. tétel értelemszert kiterjesztésére

van sziikség, pontosabban arra, hogy ha egy ponthalmazt két részhalmazra osztunk, akkor a részhalmazok sulypontjan
atmend egyenes stlyvonal, tehat atmegy a silyponton.

3. A hdromszég sulypontja
a) A harom pontbdl allé6 pontrendszer stlypontjanak helyvektora
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b) Homogén anyageloszlasi haromszoglemez stlypontja

Ha egy lemeznek nincsen legalabb két szimmetriatengelye, a silypont matematikai meghatarozasa altalaban nehéz
feladat, integralszamitassal tortéhet. A 2. dbrdn — az integralszamitast megkeriilve — azt lathatjuk, hogyan hatérozta
meg Arkhimédész a haromszoglemez sulypontjat. O tgy okoskodott, hogy ha a haromszoget az AB oldalaval parhu-
zamos keskeny savokra bontja, akkor mindegyik sav stulypontja — a szimmetria miatt — rajta lesz a CF egyenesen (F'
az AB szakasz felezGpontja), ezért CF' egy stlyvonal. Ugyanigy kaphatunk egy masik silyvonalat, és a két stlyvonal
metszéspontja a silypont. Tehat a hairomszoglemez stlypontja ugyanaz lesz, mint a harom csticsbol 4ll6 pontrendszeré.

c) Vékony. dllando keresztmetszetd és homogén drétbol késziilt egyenls szara hé-

romszog alakt keret salypontja
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A 3. dbrdan 1 cm hossza drot tomege legyen 1 g. Az AC'B ,torott” drotszakaszt AC és C'B darabokbol Gsszetéve a
stlypont az egyenls tomegid AC, illetve BC részek F', G stulypontjat (felezGpontjat) osszekots szakasz H felezGpontja
és Osszesen 4 g tomeget képvisel. Az AB szakasz 1 g tomege pedig a drotszakasz E stulypontjaba (felez6pontjaba)
vonhato Gssze. A keret sulypontja ezutdn a HE szakasz H-hoz kozelebbi 6t6dol6 pontja. Itt felhasznaltuk azt a tényt,
hogy egy testet két részre vagva, de a részeket helyben hagyva, a részek silypontjait Osszekot6 egyenes a test egy
stlyvonala. Felhasznaltuk tovabba, hogy (2)-bol az n = 2 esetben az kovetkezik, hogy két pontszeri tomeg sulypontja

a pontok 0sszekotd szakaszat a tomegekkel forditott aranyban osztja.

4. A négyszidg sulypontja
a) Hurtrapézt alkotd pontnégyes silypontja
A 4. dbran F1, illetve Fy az alapok felez6pontjai. Az S sulypont az Iy Fy szakasz felez6pontja.
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b) Huartrapéz alaka homogén lemez stlypontja

Az 5. dbrdn Fy Fs szimmetriatengely, tehét sulyvonal. Az AC'D haromszog Sy és az ABC haromszog Sy sulypontjat
Osszekotve egy masik sialyvonalat kapunk. A két silyvonal S metszéspontja a silypont.

Az a) és b) eset azt mutatja, hogy négyszogek esetén a négy cstucs pontrendszerének sulypontja kiilonbozhet a
négyszoglemez salypontjatol.

c) Tetszoleges pontnégyes silypontja

Ha az F; pontok (i = 1, 2, ..., 6) a 6. dbrdn lathato megfelel§ szakaszok felezSpontjai, akkor példaul FiFs
felezGpontjaként kaphatjuk az S sulypontot. Ha a csticsokba mutato vektorokat a megfelels kisbettivel jeloljiik, akkor
S-nek az s helyvektora.
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Ha a négy pont nincs egy sikban, akkor egy tetraédert hataroz meg. (3)-bol kovetkezik, hogy a tetraéder szemkozti
éleinek felez6pontjat Osszekots szakaszok egy ponton mennek at, ez a pont a pontrendszer stulypontja, és felezi a
szobanforgd szakaszokat.

Bebizonyithato, hogy a homogén anyageloszlasu tetraéder alaku test silypontja megkaphaté az elébbi modon (6.
dbra).

d) Homogén anyageloszlasi (sik)négyszoglemez stlypontja
A 7. dbrdn az ABCD minden oldalat harom egyenls részre osztottuk. Az osztopontokat az dbra szerint Gssze-
kotve a PQRT paralelogrammat, az ugynevezett Wittenbauer-paralelogrammat kapjuk. S; az ABD haromszog, Ss




pedig a BC'D héaromszog stulypontja, ezért 51535 a négyszog egy sulyvonala. Hasonldéan silyvonal S35, is, ezért S a
négyszog sulypontja. Mivel 5153, illetve S35, illeszkednek a Wittenbauer-paralelogramma kézépvonalaira, S ennek a
paralelogrammaéanak a koézéppontja.
5. Az elmondottak alapjan tetszdleges (silyozott) pontrendszer, vagy homogén sokszdglemez silypontja megszer-
keszthets. A tetraéderrel kapcesolatos tétel alapjan bizonyos testek sulypontja is meghatarozhato.
Bogdan Zoltan



