Az 6sszeadas és a szorzas jol ismert tulajdonsagai a kommutativitas és az asszociativitas: ha a és b tetszéleges valos
szamok, akkor
a+b=b+a és a-b=">b-a,

illetve
(a+b)+c=a+(b+¢) és (a-b)-c=a-(b-c).

Tudjuk azonban, hogy a hatvanyozas mar nem rendelkezik ezzel a két tulajdonsaggal; tetszdleges (a, b) szamparra
(illetve (a, b, ¢) szamharmasra) altalaban

a® # b® és (ab)e # a9,

Am ez még nem zarja ki azt, hogy bizonyos esetekben egyenl6ség alljon fenn. Cikkiinkben megkeressiik az 6sszes olyan
(pozitiv) valos szampart és szamharmast, amelyekre a hatvanyozas kommutativ, illetve asszociativ, segitségiikkel pedig
az egész és a raciondlis szdmok korében is megvizsgaljuk a kérdést.

A kommutativ eset

Jelolésiinket némileg modositva keressiik tehat az ¥ = y* egyenletet kielégité = és y pozitiv valos szamokat.
(Azért szoritkozunk a tovabbiakban csak pozitiv szamokra, mert negativ alap esetén a hatvinyozas nincs minden
kitevére definidlva a valés szamkorben, valamint az az eset sem kiilondsebben érdekes, ha = vagy y valamelyike 0-val
egyenls.) Az elindulashoz — mint Gj probléméak esetén oly gyakran — elgszor probaljunk egy-két megoldast megsejteni.
Viszonylag hamar ratalalhatunk az x = 2, y = 4 szAmparra (természetesen az egyenlet szimmetridja miatt a forditott
szereposztas is megfelels). Mivel t6bb egész megoldas nem latszik, probalkozzunk gyokos kifejezésekkel. Ha szerencsénk
van, rajchetiink, hogy =z = V3eésy=3V3 megfelels, ugyanis

(3v3)" = (v8') " = 5.

3
Itt a hatvanyozas jol ismert tulajdonsdgan kiviil azon milott a dolog, hogy 3v/3 felirhato, mint V/3". Némi tovabbi
gondolkodés utan ratalalunk az z = V/4, y = 4v/4 parra; ez is jo, hiszen

(a92) " = (v3) " = ),

A lényeg itt is az, hogy 44 = \3/14. Mindkét (s6t, mindharom) példaban megfigyelhetjiik, hogy y = vz alakd, ahol
ve = z*. Préobaljunk meg ezen a nyomon elindulni.

Uj valtozé bevezetése

A fenti észrevétel szerint keressiik y-t y = vx alakban, ahol v valés paraméter. (Ugy is fogalmazhatunk, hogy

bevezetjiik a v = Yy 4j valtozot. Nyilvan v > 0.) Ekkor az egyenlet igy irhato &t:
x
(ve)® = y* =a¥ = 2" = (V).

Mivel itt minden érték pozitiv, a két széls6 kifejezést —-edik hatvanyra emelve adodik, hogy vax = z*, tényleg ezen
x

1
1 -edik hatvanyra

1
mulik a megoldas. Most —-szel szorozva kapjuk, hogy v = 2~ '. Ha v # 1 — azaz = # y —, akkor
x v —

emelve z = vi-T-et nyerjiik. y-ra pedig ezt kapjuk:

1 1 v
y:'UfE:”U"UU*I :’qul-‘rl = pv—1 :I‘v_

Ha viszont v = 1, akkor y = x addédik, ami nyilvan megoldas.

A tovéabbiakban gyakran szerepel a fenti, z-re kapott kifejezés, vezessiik erre be a h(v) jelolést: legyen h(v) = s
A h(v) fiiggvény értelmezési tartomanya az 1-t6l kiilonboz6 pozitiv valos szamok halmaza, értéke nyilvan mindig
pozitiv.

Megkaptuk a lehetséges megoldasokat, hatravan még annak ellenérzése, hogy ezek tényleg megoldasok-e. A v =1
esetben, ha x tetsz6leges pozitiv valos szam, akkor y = = nyilvan megoldés; nevezziik ezeket trividlis megoldasoknak.
Ha v # 1, akkor = h(v) és y = v - h(v) szintén megoldasok (hivjuk Sket nemtrividlis megoldasoknak), hiszen mint
lattuk, y = vz = ¥, és igy

ym _ (xv)w _ wi — xy-

Els6 célunkat elértiik, elgallitottuk az z¥ = y* egyenlségnek eleget tevd (z, y) pozitiv valos szamparokat: (x, x),
illetve (h(v), v- h(v)) alakban (v > 0, v # 1).



A talalt h(v) fliggvény érdekes tulajdonsidgokkal rendelkezik. Ha v > 0, v # 1 tovabbra is, akkor h(v) az az
érték, amelynél mindegy, hogy megszorozzuk-e v-vel, avagy a v-edik hatvanyra emeljiik, eredményiil ugyanazt kap-
juk: v - h(v) = h(v)?, ahogy azt az imént lattuk. Egy masik fiiggvényegyenlet, amelynek h eleget tesz, a kovetkezs:

1 1 1
v-h(v)=nh (—), illetve az osztassal adodo h(v) = — - h (—) alak. (Gyakorlasként ellenérizziik helyességiiket.)
v v v
1
Ebb6l az is latszik, hogy a nemtrivialis megoldasok (h(v), h (—)) alakba is frhatok, tehat az (x, y) parbol a
v

1
v — — helyettesitéssel az (y, z) megoldast kapjuk.
v
A h fiiggvény nem értelmes, ha v = 1, ugyanakkor megmutathaté, hogy szigorian monoton fogyo, és lim1 h(v) =e
v—r

(a természes alapu logaritmus alapszama, e = 2,71828...)

1. dbra

Egy kis analizis

Szeretnénk az x¥ = y* egyenlet fent nyert megoldasait grafikusan abrazolni. A trividlis megoldas az x; y koordinata-
sikon az 1. negyed szogfelezs egyenese (vagyis az y = x egyenlet( félegyenes, x, y > 0 esetén). A nemtrivialis megoldas
viszont nem a szokisos y = f(z) alakban &ll el6ttiink: y-t nem « fiiggvényeként sikeriilt megkapnunk, hanem x is és
y is a v paraméter fiiggvénye. A talalt jellemzésbdl ugyanakkor latszik, hogy a h értékkészletébe tartozd tetszéleges
z-hez egy és csak egy t6le kiilonb6z6 y tartozik, amelyre z¥ = y*, igy az f : © — y fiiggvény mindenesetre létezik.
Elvben nem is lenne akadélya, hogy a nemtrivialis megoldasokat ilyen (z, f(x)) alakba frjuk. Jeldlje ugyanis I~ a
fent definialt h fiiggvény inverz fiiggvényét (h szigori monotonitasa miatt ez létezik), ekkor 2 = h(v)-bél v = hl71(z),
igy (h(v), v-h(v)) = (x, h7Y(z) - z) a keresett alaku (az f(z) = x - hl7Y(2) valasztassal). Ez az atalakitss azonban
nem ad lényeges informaciot a tovabblépéshez, mert az x = h(v) egyenletbdl v kifejezése, vagyis a Rl fiiggvény
meghatarozasa elemi modon (,képlettel”) — agy tiinik — nem lehetséges.

Igy a paraméteres elallitasban szerepls két fiiggvény, h(v) és v - h(v) viselkedését vizsgaljuk tovabb; ennek ered-
ményeként az altaluk (mint koordinatafiiggvények éltal) leirt gérbét — a nemtrivialis megoldasokat — fel fogjuk tudni
vazolni. Ezt a gorbét a trividlis megoldéssal egy koordinata-rendszerben abrazolva kapunk teljes képet az egyenlet
pozitiv val6s megoldasairol.

A vizsgalathoz sziikség van a hatarérték és a derivalt fogalmara (néhany nevezetes hatarértékkel egyiitt); részben
emiatt, részben pedig terjedelmi okokbol ezeket a bizonyitasokat nem kozoljiik.

Bizonyos mértékben egyszertisiti a tovabbiakat (és egyéb Osszefliggésekre mutat ra), ha ismét 0j valtozot vezetiink

Ebb(ﬁlvzl—i—l
U

be, ,,atparaméterezziik” fiiggvényeinket. Jelolje u a h(v) fiiggvényben v kitevGjét, azaz u = T
v —
adodik. Fiiggvényeink ezzel az Gj valtozoval a

1 “ 1 u+1
h(v) = (1 + —) , illetve a v-h(v) = (1 + —)
u u

alakot Oltik. Jeloljiik az u valtozo ezen 1j fiiggvényeit rendre g1 (u), illetve go(u)-val. Nem nehéz latni, hogy a g1 fiiggvény

grafikonja és a g, fliggvény grafikonja egymés tengelyes tiikkorképei. A tengely az z = —7 egyenes: a szamegyenesen

1
ugyanis egy u pont <—§>—re vonatkozé tiikorképe (—u — 1), és u helyett (—u — 1)-et helyettesitve gi-ben a fiiggvény

éppen go-be megy at. Formalisan: g1 (—u — 1) = ga(u), és forditva, ga(—u —1) = g1 (u).

Elég tehat a tovabbiakban pl. a g; fiiggvénnyel foglalkozni, ebbdl go tulajdonsagai egyszerten leolvashatok. Mivel
v az 1-t6] kiilonboz6 pozitiv szamokat futja be, konnyen ellendrizhetd, hogy a helyettesités utan v az R\ [—1, 0]
halmazon fog végigfutni (itt a szogletes zardjel a zart intervallumot jeloli, R a valos szdmok halmaza). Ez tehat



g1 értelmezési tartoménya. A ¢ fiiggvény viselkedésérsl a kovetkezs ismert hatarértékek nyujtanak felvildgositast
(értelmezési tartomanyanak hatarpontjaiban vizsgalva): lim g1 (u) = e, alulrél tartva.
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2. dbra

1
lim g¢1(u) = 1, felilrol, ugyanis ez a (jobb oldali) hatarérték a w = — helyettesitéssel visszavezetheté lim Vw41 =

u—040 U wW—00
1-re.

lirrll 091 (u) = 400, hiszen az alap feliilrsl 0-hoz tart, mig a kitevs (—1)-hez.
u——1—

lim g;(u) = e, feliilrl tartva, a w = —u helyettesitéssel lathato be.
U—— 00

A gy figgvény folytonos az értelmezési tartomanyan. Megmutathato, hogy szigortian monoton névé a (—oo; —1)
és a (0; 400) intervallumokon. A ¢g; fliggvény grafikonjat lasd a 2. dbrdn.

Minden lényeges informacio a rendelkezésiinkre all a ¢gq fiiggveényrol (és ezzel egytitt ,parjarol”, go-rol is). Mindezeket
figyelembe véve, abrazolhatjuk az 2¥ = y* egyenlet nemtrivilis megoldasait a (g1 (u), g2(u)) paraméteres alakbol, ahol
u € R\ [-1, 0]. (Természetesen ez ekvivalens az eredeti (h(v), v - h(v)), v > 0, v # 1 paraméterezéssel (3. dbra).)
Amint u (—00)-t6l (—1)-ig n6, a (g1(u), g2(u)) pontok a 3. dbran a jobb also6 goérbedarabot irjak le, mert az elss
koordinétafiiggvény e-t6l co-ig nd, mig a mésodik koordinatafiiggvény e-t6l 1-ig csokken, szigortian monoton moédon.
Amint pedig u 0-t6l 4+o00-ig n8, a (g1(u), g2(u)) pontok a bal fels6 gorbedarabot fogjak kirajzolni, ugyanis az elsé
koordinata 1-t6l e-ig novekszik, a méasodik koordinata +o0o-rél e-re csokken, szintén szigorian monoton moédon. A 45°-
os egyenes, ahogyan e rész elején lattuk, a trividlis megoldasbol szarmazott. A 3. abran lathato az Gsszes pozitiv (z, y)
szampér, amelyekre a hatvanyozas kommutativ. A megoldasok szimmetridja azt jelenti, hogy a gorbe szimmetrikus az
y = x egyenesre. A trivialis és a nemtrivialis megoldasok gorbéi az (e, e) pontban taldlkoznak.

gpu)p |

Néhany egyszerd kovetkezmény

A fentiek alapjan megallapithatjuk példaul, hogy a hatvanyozas nem lehet kommutativ, ha az alap és a kitevs
mindketten 1-nél kisebb, kiilonb6z6 szamok, hiszen a nemtrividlis esetben a g; és go fiiggvények értékei nagyobbak
1-nél. Hasonl6an lathato a grafikonrol, hogy ha x, y > e és x # y, akkor ¥ szintén nem egyenlé y”*-nel.

Ha az zV kifejezésben x és y helyére beirjuk a paraméteres elGéllitast, akkor a

h(v)[v-h(v)] — vvﬁ/(v—l)

kifejezést kapjuk. Errdl a fliggvényrol belathato, hogy értékkeészlete az (e®; oo) intervallum. Ebbdl kovetkezik példaul,
hogy ha egy z¥ hatvéany értéke kisebb e®-nél és = # y, akkor z¥ # y”.



Az egész és raciondlis megoldasok

A pozitiv valés megoldasok utan térjiink most ra az x¥ = y* egyenlet pozitiv egész, illetve pozitiv racionalis
megoldasainak megkeresésére. A trivialis eset egyszerd: barmely z egész, illetve racionalis szam megfelels (y = «,
z > 0). A nemtrivialis eset Osszetettebb. Az egész megoldasokat a grafikonrol is leolvashatjuk: a bal fels6 ag els6
koordinatajara 1 < x < e, és e < 3 miatt ilyen egész csak = = 2 lehet, ehhez pedig az y = 4 érték tartozik. Igy a bal
fels6 ag az egész racspontok koziil csak az (x, y) = (2, 4)-en halad at. A szimmetria miatt a jobb als6 4g egyetlen
racspontja az (x, y) = (4, 2) pont. Az Gsszes egész megoldast megtalaltuk.

Vizsgaljuk most a racionalis megoldasokat. A v paraméter olyan értékeit keressiik, amelyekre a (h(v), v - h(v))
par mindkét tagja pozitiv racionalis szam. Ha h(v) racionalis, akkor v - h(v) csak agy lehet racionalis, ha v maga

is racionélis, mert h(v) mindig pozitiv. v-t igy elég a P alaka szamok kozt keresniink, ahol p, ¢ pozitiv egészek, és
foltehets, hogy relativ primek. Figyelembe véve, hogy nemtrivialis megoldast keresiink, v # 1 kell legyen, ezért p # q.
Lattuk, hogy ha v helyett —-t irunk a paraméterezésben, minddssze annyi torténik, hogy x és y felcserélédnek. Ezért
elég a v > 1 esettel foglalkgzni, elég tehat p > ¢-t nézni. (Azaz csak a 3. abra bal fels6 agan vizsgalodunk.) Az egész
megoldasokat mar megkaptuk, g = 1-gyel sem kell tér6dniink. Emiatt p > ¢ > 1 is feltehets. Beirva v helyére ]—?—t,
kapjuk, hogy !

q

- ()"

q
Legyen m = p — q, ekkor m > 1 egész. Megmutatjuk, hogy ha m > 1, akkor h (1—7> =7/ p_q nem lehet raciondlis.
q q

q
Most (p, q) = 1, ezért a p_q tort sem egyszertsithets. Egy ilyen tort m-edik gyoke viszont csak tgy lehet raciondlis,
q

ha a szamlaldja és a nevezdje is teljes m-edik hatvéany.
m

Legyen ugyanis "\1/z = %, ahol (r, s) = 1, (a, b) = 1 foltehets és r, s, a, b > 0. Ekkor I - Z—, MAsTészt
S S m

(a, b) = 1-bdl (a™, V™) = 1 kovetkezik. Mivel egy raciondlis szam egyszertsitett alakja egyértelmi (a szamlalo és a
nevez6 pozitiv), mind r, mind pedig s teljes m-edik hatvény.

Igy ha most h d raciondlis, akkor p? = a™ és q? = b™. Megmutatjuk, hogy ha ¢ és m relativ primek — ami most
q

teljesiil, hiszen p = ¢+ m és (p, q) = 1 —, akkor p is és ¢ is teljes m-edik hatvanyok.

Valoban, ha egy tetszbleges primszam kitevGje a p primtényezss felbontasaban k, akkor p?-ban k - ¢, ami most
oszthatdé m-mel. Innen pedig (m, ¢) = 1 miatt m | k kdvetkezik, a p tehat valoban teljes m-edik hatvany. Ugyanigy
kapjuk, hogy a ¢ is teljes m-edik hatvany.

Az m = p — q egyenlGség ezutan mar nem lehetséges, hiszen két kiilonb6z6 m-edik hatvany kiillonbsége nagyobb,
mint m. Ha ugyanis ¢; > t5 > 0 egészek, akkor

O — 10 = (b — o) ((7 7+ g+t T Rt

és a jobb oldal hatarozottan nagyobb, mint (t; — t2) - m - t5*~*, ami legalabb m.

Ezzel igazoltuk, hogy ha m =p — ¢ > 1, akkor h <£> irracionalis.
q

g+1\* . g+ 1\
Maradt az m = 1, azaz a p = ¢+ 1 eset. Ekkor h(v) = [ —— | , nyilvan racionélis, v - h(v)-re pedig | ——
q q

adodik. ¢ helyett a szokdsosabb n valtozoval felirva megkaptuk a pozitiv racionalis megoldasokat

1 n 1 n+1
T = (1 + —) , illetve Y= (1 + —) ,
n n

ahol n > 1 egész. (Ha n = 1, akkor az z = 2, y = 4 megoldast kapjuk meg tjra.) Természetesen x és y most is
felcserélhetSk. Ezek tehat a 3. Abra nemtrivialis gorbéjének azon pontjai, amelyeknek mindkét koordinataja raciondlis.

1 n n+1
Az analizisben az (1 + —) , illetve az (1 + —) szamokbol képezett sorozatok azért nevezetesek, mert mind-
n n

kettSjiik hatarértéke (n — oo esetén) az e szam. Altaldban éppen igy definidljik az e szamot. Mi most egy mésik
kiilonleges tulajdonsagukat talaltuk: a hatvanyozas a (kilénb6z6, pozitiv) raciondlis szamok korében csak ezen szé-
mok esetén kommutativ.

Egy masik megkozelités
A kommutativ eset lezarasaként megemlitiink egy masik utat, amelyen az ¥ = y* egyenlet vizsgalatakor elindulhat-

1
nank. Tulajdonképpen az egyenlet (ekvivalens modon torténd) atfogalmazasarol van szo: ha mindkét oldalt ——-adik



hatvanyra emeljiik
(z, y > 0), akkor az zF = y% alakhoz jutunk. Az eredetihez képest itt a két oldalon wgyanannaek a figgvénynek
két (nem feltétleniil kiilonboz6 helyen vett) helyettesitési értékérsl van szo: az f(t) = te (t > 0 valos szam) jelolés
bevezetésével az egyenlet az f(z) = f(y) (eredetivel ekvivalens) alakot olti.

Nyilvan megoldast kapunk, ha = y. A kérdés az, hogy = # y esetén allhat-e egyenlSség. Némi elemzéssel (ha-
tarérték, monotonitds) az f fiiggvényrsl megallapithato, hogy a (0, 1] jobbrél zart intervallumot 6nmagara képezi
(k6lesonosen egyértelmien), mig az (1, e), illetve (e, oo) nyilt intervallumokat mind az (1, e%) intervallumra képe-

zi. (Az (1, e) intervallumon szigorian monoton né, (e, oo)-en szigortian monoton csokken.) Ezekbdl kovetkezik (a
fiiggvény folytonossagat hasznalva), hogy az eredeti egyenletnek van nemtrivialis megoldasa: 1 < x < e esetén van
olyan y, amelyre f(z) = f(y) (ekkor a fentiekbdl e < y < co adddik, és y egyértelmi). Persze forditva is igaz: minden
e < x < oo szamhoz létezik egyetlen olyan y szam (1 < y < e), amelyre f(x) = f(y) (4. dbra). Az x € (0, 1], illetve
x = e szamok esetén csak y = = mellett lehet f(x) = f(y).

Osszefoglalva, az x € (0, 1] vagy = = e szdmokhoz egyetlen y, mig az x € (1, e) vagy = € (e, oo) szdmokhoz
két olyan y létezik, amelyekre x¥ = y*. Ebben a megkozelitésben, ha nem is maguk a megoldasok, de legaldbb a
megoldasok szama koénnyen kiderithetd.

el/e 'y f
1

Az asszociativ eset

Feladatunk most az Gsszes olyan pozitiv valos (z, y, z) szdmharmas megkeresése, amelyre
(z¥)* =27,

A bal oldal nyilvan z¥* alakban is felithato. Ha = # 1, akkor yz = y* adodik. Eppen ezzel a feltétellel talakoztunk a
kommutativ eset vizsgalatakor. Ha z = 1, akkor minden pozitiv y megoldas, egyébként y = h(z).
Megkaptuk az Osszes pozitiv valos szamharmast, amelyekre a hatvanyozas asszociativ (lasd az 5. dbrat):

(1, y, 2),aholy, z > 0, (z, y, 1),aholz # 1, x, y > 0,(x, h(z), 2),ahole #1, z #1; =, 2> 0.

Az egész és raciondlis megoldasok

A racionalis megoldasokat — a kommutativ esetben elvégzett vizsgalatoknak koszonhetSen — kénnyen felirhatjuk.
A valés megoldasokbol kiindulva lathato, hogy a pozitiv, racionalis szdmok korében a hatvanyozas akkor asszociativ,
ha az (z, y, z) harmas az alabbiak valamelyikével egyezik meg:

1\" 1
(1, y, 2),ahol y, z > 0 racionéalis szamok,(z, y, 1),ahol x # 1, z, y > 0 racionéalis szamok, (x, (1 + —> , nt

) ,ahol x poziti
n

Ezek koziil az els6 két sor nyilvanvalo. Az utolso két sor az (x, h(z), z) alakbol szarmazik: a kommutativ esetben
ugyanis éppen azt vizsgaltuk meg, hogy racionalis v mellett h(v) mikor racionalis. (Itt v helyett most z a valtozo.)

Ott azt kaptuk, hogy ha v = g és p > q > 1 egészek, akkor h(v) pontosan akkor racionalis, ha p = ¢+ 1. Ebbd&l adodik

a harmadik sor (¢ helyett n-nel felirva, a ¢ = 1 esetet is megengedve). Végiil, ha v = b tovabbra is, de ¢ > p > 1,

akkor a kommutativ esetben talalt bizonyitas — p és g szerepének felcserélésével — ugyanigy elvégezhets, ebbdl egyetlen
lehetséges megoldasként ¢ = p + 1 adodik. Ezt tartalmazza a negyedik sor. (A p = ¢ esettel pedig z # 1 miatt nem
kell foglalkoznunk.)
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(1, y, z),ahol y és z pozitiv egészek,(z, y, 1),ahol x # 1, z és y pozitiv egészek,(z, 2, 2),ahol z > 1 egész.

Az egész megoldéasok a fentiekb6l szarmaztathatok (a fenti harmadik sorban csak az n = 1 eset szolgaltat egész

értéket, az utolso sor esetén pedig egyaltalan nincs ilyen n):



