Régi, sokat vizsgalt diofantikus problémak voltak a kovetkezdk: egymas utani egészek szorzata, illetve binomialis
egyiitthaté mikor lehet teljes hatvany? Szamos részeredmény utan az elsé kérdést 1975-ben, a masodikat 1997-ben
sikeriilt teljesen megvalaszolni. A dolgozat els részében az elsG probléma torténetének rovid attekintését adjuk. A
maésodik részben részletesebben foglalkozunk a binomidlis egyiitthatokkal kapcsolatos problémaval és annak megolda-
saval. Végiil a harmadik részben a két probléma egy kozos altalanositasarol és annak 1998-ban nyert megoldasarol
szamolunk be roviden.

1. Egymasra kovetkezs egész szamok szorzata

A szamelmélet egyik hires kérdése volt, hogy lehet-e egymasra kovetkezs pozitiv egész szamok szorzata teljes
hatvany. Méas megfogalmazasban: mik az

(1) nn+1)...(n+k—1) =2’

diofantikus egyenlet pozitiv egész megoldasai a k > 2, © > 2,1 > 2 feltételek mellett? A k = 2 esetben nyilvan
nincs megoldas. A probléma C. Goldbachig nyulik vissza, aki 1724-ben egy D. Bernoullihoz irt levélben megjegyezte,
hogy az (1) egyenletnek k =3, [ =2 esetén nincs megoldasa. Valoéban, ha volna ilyen megoldas, agy a bal oldalt
(n +1)[(n + 1)® — 1] alakba irva az kovetkezne, hogy (n + 1) — 1 négyzetszam, ami nem lehetséges. Hasonlé okoskodas
alkalmazhato a k = 3, [ > 2 esetre is.

Az 1820-as évekbdl szarmazik az a sejtés, hogy az (1) egyenletnek egyéltalan nincs megoldasa. A sejtéssel méar
a mult szazadban is sokan foglalkoztak. Szamos specidlis eredmény sziiletett azokban az esetekben, amikor k értéke
Hkicsi" és | = 2 vagy | = 3. Az érdekl6ds olvaso ezek ismertetését megtalalhatja L. E. Dickson History of the Theory
of Numbers" cimi konyvének II. kdtetében, a 679-680. oldalon (1. [1]).

1917-ben S. Narumi bebizonyitotta a sejtést a k < 202, [ = 2 értékekre, Szekeres Gydrgy pedig a 30-as években
megmutatta, hogy (1)-nek nincs olyan megoldasa, melyre k < 8.

1939-ben Erdds Pdl és O. Rigge egymaéstol fiiggetleniil bebizonyitotték a sejtést | = 2-re. Bizonyitasuk meglehet&sen
komplikéalt, szellemes elemi okoskodéasokon alapult. Egyebek kozott felhasznaltak Sylvesternek azt a tételét, hogy ha
n > k > 2 egész szamok, ugy

Pin(n+1)...(n+k—-1)) > k.

Itt P(a) egy a > 1 egész szam legnagyobb primosztojat jeloli.

1940-ben Erdds Pal és C. L. Siegel kozdsen bebizonyitottak a sejtést minden elegenden nagy k-ra. Bizonyitasukban
diofantikus approximaciés modszereket hasznaltak, de magat a bizonyitast soha nem publikaltdk. 1955-ben Erdds erre
a tételre egy masik, elemi bizonyitast adott. Erdés mddszerét tovabbfejlesztve, végiil 1975-ben Erdds és J. L. Selfridge
a sejtést teljes altalanossdgban igazoltak.

1. Tétel. (Erd6s P. és J. L.Selfridge [2].) Az (1) egyenletnek nincs megolddsa.

Erdekes megjegyezni, hogy a komplikalt és igen szellemes elemi bizonyitas jelentés mennyiségi numerikus szamitast
is igényelt. A témakor részletesebb targyalasat adja W. Narkiewicz ,Classical problems in number theory" cimi
konyvében (L. [7]).

2. Binomialis egyiitthatok

Az (1) egyenlettel rokon diofantikus egyenlet

©) (") =

ahol a megoldasokat a k > 2, n > k+ 1, x > 2,1 > 2 tulajdonsagt egész szamok korében keressiik. Itt azn > k + 1
feltétel lényegében nem jelent megszoritast. Valoban, az

n—1+k\ [(k+n-—1
k B n—1
Osszefiiggeést felhasznalva, valamint k-t és n — 1-et felcserélve a (2) egyenletre vonatkozo eredmények az n < k esetre

is alkalmazhatok.
A k =1 =2 esetben az egyenlet (n + 1)n = 22? alakra hozhat6. Ekkor vagy

n=u?, n+41=202

vagy

n:21}2, n+1:u2,



ahol u, v porzitiv egészek. Innen az
u? — 20% = 41

Pell-egyenletekre jutunk, melyeknek végtelen sok u, v pozitiv egész megoldasuk van. Igy ebben az esetben (2)-nek is
végtelen sok megoldasa van.

A k = 3,1 = 2 esetet paratlan n-re A. J. J. Meyl (1878), paros n-re G. N. Watson (1919) intéste el. Eredményeikbgl
kovetkezik, hogy ebben az esetben (2) egyetlen megoldasa n = 48, x = 140, azaz

50
= 1402
(3)

Erdds egy 1939-ben megjelent dolgozataban fogalmazta meg azt a sejtést, hogy [ > 2 esetén a (2) egyenletnek nincs
megoldasa. Ugyanebben a dolgozatban ezt az allitast az | = 3 és a k > 2 esetekben igazolta. Az | = 4, 5 eseteket
Obldth Richdrdnak sikeriilt elintéznie 1948-ban.

Az (1) egyenletre korabban alkalmazott elemi modszere segitségével Erdds 1951-ben bebizonyitotta, hogy k > 4
esetén a (2) egyenletnek nincs megoldéasa. A bizonyitas igen szép és szellemes, magyar nyelven is elérhet6 Erdds Pdl
és Surdnyi Jdnos ,Valogatott fejezetek a szamelméletbsl" cimd konyvében (L. [3]).

Az Erdés-Surdnyi konyv 1960-ban jelent meg elgszor. Elvezetes stilusa, bizonyitasainak szépsége, a konyvben
felvetett sok nyitott probléma rendkiviil népszeriivé tették a konyvet a szamelméletet kedvelk korében. A jelen
dolgozat szerzdje a konyv hatasara kezdett a 60-as évek elején, egyetemista kordban az Erdds-sejtés még nyitott k = 2,
3 esetével foglalkozni. Els6§ publikacidja is ezzel kapcsolatos eredményeket tartalmazott.

Az Erdgs—Surényi kdnyv elsé kiadasdnak valamennyi példanya hamar elfogyott a kdnyvesboltokban. 1996-ban jelent
meg a konyv masodik, kibsvitett kiadasa (1. [3]). Ennek angol nyelvd valtozata sajté alatt van a Springer kiadonal.

Visszakanyarodva az Erd&s-sejtéshez, 1951 utan nyitott maradt a £k = 2 és a k = 3 eset. Kideriilt, hogy Erdd&s
elemi modszere a k = 2 és 3 esetre nem alkalmazhat6. Erdekes megjegyezni, hogy mig az (1) egyenletben a k = 2 és
a k = 3 esetek bizonyultak a legkdnnyebbeknek, a (2) egyenletnél a helyzet ennek éppen az ellenkezGje, a probléma
1996-ig ellenallt minden probalkozasnak. Am széljunk néhany szét az el6zményekrdl, amelyek késébb igen hasznosnak
bizonyultak a sejtés teljes altalanossagban val6 bizonyitasa soran.

Erdds és Oblath eredményei kovetkeztében elég azzal az esettel foglalkozni, amikor (2)-ben k = 2 vagy 3 ésl > 5
primszam, amit a tovabbiakban k-rol és [-rél fel is tételeziink.

1963-ban sikeriilt bebizonyitanom, hogy ha a (2) egyenlet k = 2 esetén egy [ > 5 primre nem megoldhato, tgy
k = 3-ra és a tekintett [-re csak akkor lehet megoldhato, ha

(3) 371=1 (mod 1?).

Ez a kongruencia a kis Fermat-tétel szerint (mod 12) helyett (mod [) minden [ > 3 primre teljesiil. Tudjuk viszont,
hogy a 22°-nal kisebb szamok korében (3) csak az | = 11 és az [ = 1 006 003 primszamokra &ll fenn. Igy a nem tual
nagy ! primek esetén a k = 3 esetet 1ényegében sikeriilt a k = 2 esetre visszavezetni.

R. Tijdeman 1976-ban az effektiv Baker-mddszer felhasznéalasaval bebizonyitotta, hogy a (2) egyenletnek k = 2
és k = 3 esetén csak véges sok megoldasa lehet, és ezek a megoldéasok elvileg meghatarozhaték. Tijdeman bizonyitasa
egy olyan nagy fels6 korlatot szolgéltatott az n, x, I ismeretlenekre, hogy a korlat alatti esetleges megoldésokat még
a mai modern szamitogépekkel sem lehetne megkeresni. A Baker-modszer egy élesebb valtozatat hasznalva N. Terai
1994-ben bebizonyitotta, hogy a (2) egyenletnek a k = 2 és 3 esetekben csak akkor lehet megoldésa, ha [ < 4250.

A sejtés teljes bizonyitasdhoz az egyébként igen hatékony, mély és széles korben alkalmazhaté Baker-modszer
onmagaban nem bizonyult elegendének. Ehhez sziikség volt a

(4) b+ yl = ¢z

altalanositott Fermat-féle egyenlettel kapcsolatos néhany mély eredményre. Itt [ > 5 primszam, ¢ > 1 egész szadm, z,
y, z pedig 0-t6l kiillonbozs, relativ prim egész ismeretlenek.

Az olvas6 szamara bizonyéara ismert, hogy Fermat hires sejtését A. Wiles amerikai matematikus 1995-ben bebizo-
nyitotta, azaz megmutatta, hogy a (4) egyenletnek ¢ = 1 esetén nincs megoldasa. Wiles (részben mas matematikusok
kozremiikodésével) egy nehéz és mély modszert dolgozott ki a Fermat-sejtés bizonyitasara, amirdl kideriilt, hogy alkal-
masan tovibbfejlesztve bizonyos més, 1-nél nagyobb c értékek esetén is sikerrel alkalmazhaté. H. Darmon és L. Merel
egy 1997-ben megjelent dolgozatukban megmutattak, hogy a (4) egyenletnek ¢ = 2 esetén csak trividlis megoldasai
vannak, amelyekre zyz = £1 teljesiil. Bar Darmon as Merel dolgozatukban nem foglalkoztak a (2) egyenletre vonat-
koz6 Erd@s-sejtéssel (talan nem is ismerték azt), eredményiikbdl egyszertien kovetkezik, hogy (2) a k = 2 esetben nem
megoldhato. Valoban, ha (2)-nek k = 2 mellett volna megoldasa, gy n = Y, n+1 =2z vagy n = 2:l n4+1=1',
azaz

yl+1 =27

kovetkezne alkalmas 1-nél nagyobb y, z egészekkel, ami a Darmon—Merel tétel szerint nem lehetséges.
Ezt kovetGen sikeriilt az ErdGs-sejtés bizonyitasaban az utolsé lépést megtenni, a k = 3 esetet is elintézni. A
fentiekbdl kitiinik, hogy ehhez tulajdonképpen mar csupéan egyetlen lancszem hidnyzott, az I = 11 eset. Ehhez segitséget



nyudjtott M. A. Bennett és B. M. M. de Weger egy 1997-ben publikalt eredménye, mely szerint ha a, b, [ pozitiv egészek,
b>a>1¢és3<1[<17vagy |l > 347, akkor az
laz! —by!| =1

egyenletnek legfeljebb egy pozitiv egész x, y megoldasa van. A fentieket felhasznalva az 1997-ben megjelent [4] dolgo-
zatomban megmutattam, hogy a (2) egyenletnek a k = 2 és k = 3 esetben nincs megoldasa, azaz igaz a kovetkezd:

2. Tétel. (Erdss P., k > 4 eset; H. Darmon és L. Merel, k = 2 eset; Gyéry K., k = 3 eset.) A k =1 = 2 esettdl
50
eltekintve a (2) egyenlet egyetlen megolddsa (n, k, x, 1) = (48, 3, 140, 2), azaz <3) = 1402

A 2. Tételt a fenti formaban publikdltam a [4] dolgozatomban. Az eddigiekbdl vilagos, hogy a tétel a felsorolt
matematikusok altal nyert részeredmények egyiittesébdl sziiletett.

Erdés Pal rendszeres idékozonként ellatogatott hozzank Debrecenbe. Haldla el6tt tervezte, hogy 1996. oktéber
elején ismét meglatogat benniinket. A k = 2 és k = 3 esetekre a bizonyitast 1996 szeptemberében, Erdés Pal halala
utan par nappal talaltam. Ugy ismertiik Ot, hogy biztosan &riilt volna a sejtése teljes bizonyitdsanak. A [4] cikket az
O emlékének dedikéaltam.

Darmon és Merel, valamint Bennett és de Weger cikkei 1996-ban még csak megjelenés alatt voltak, &m a szerz6k
voltak szivesek kézirataikbol egy-egy példanyt rendelkezésemre bocsatani. Es itt jon egy érdekesség: a k = 3 eset
bizonyitadsadhoz sziikség volt a fentebb ismertetett, 1963-as eredményemre. Ezt az eredményt a kiilfoldi kollégédk nem
ismerték. Gondolom azért, mert annak idején azt magyarul, a Matematikai Lapokban publikdltam. Emiatt az angol
nyelvi [4] dolgozatomban a k = 3 esetre egy részletes, teljes bizonyitast adtam, az 1963-as eredményem bizonyitasat
is beépitve.

A k = 3 eset bizonyitasanak f6bb lépései a kovetkezok. Ha a k = 3 és | > 5 prim esetben (2) megoldhaté és 3 | n,

2
vagy 3 | n + 2, ugy konnyen belathato, hogy <n;— ), illetve (Z) teljes l-edik hatvany, ami a Darmon—Merel tétel

miatt nem lehet. Maradt a 3 | n + 1 eset, amikor

n = 2w, n+1 =3, n+ 2 =24/

vagy
n:2lul, n+1=3vl, n+2=2wl,

aholn >1ésv>1, w>1 egészek. Innen az
(5) 2 (w'£1) = 30" £1 = (2u)’

diofantikus egyenletrendszerek adédnak.

Itt sziikség volt egy S. Lubelskitdl és a jelen szerz6t6l szarmazo tételre, mely szerint a (4) egyenletbdl ¢ > 1 esetén
(bizonyos technikai feltételek mellett) kovetkezik, hogy ha z, y, z megoldas és 3 | x — y (Lubelski, 1935) vagy 3 | x +y
(Gyéry, 1966), akkor sziikségképpen teljesiil a (3) kongruencia. Ennek bizonyitasdhoz mély algebrai szamelmeéleti
eszkozokre volt szilikség.

Az emlitett eredmény felhasznalasaval be lehet bizonyitani, hogy az (5)-ben szerepls diofantikus egyenletrendszerek
akarmelyikének a megoldhatosagabol kovetkezik a (3) kongruencia. Tovabba (5)-bdl adodoan

|2w! — 30| =1,

aminek v = w = 1 megoldasa. Ezért [ < 17 vagy [ > 347 esetén Bennett és de Weger tétele szerint tovabbi megoldas
nem létezhet, azaz az (5) egyenletrendszerek a v > 1, w > 1 feltételek mellett nem megoldhatok. A fennmaradd
17 <1 < 347 esetekben a (3) kongruencia nem teljesiil, igy készen vagyunk. Megjegyezziik, hogy itt hasznalhattuk
volna Terai eredményét is, ebben az esetben Bennett és de Weger tételét elég az [ = 11 esetre alkalmazni.

3. Az (1) és (2) egyenletek egy kozos altalanositasa

Az (1) és (2) egyenletek kozos altalanositasaként tekintsiik most a
(6) nn+1)...(n+k—1)=ba'

egyenletet, ahol n, k, b, x, [ valamennyien pozitiv egész ismeretlenek és k > 2,1 > 2, P(b) < k, b l-edik hatvanymentes.
Amennyiben b = 1, tigy ez éppen az (1) egyenlet, mig ha b a k! [-edik hatvanymentes része, ugy a (2) egyenletet kapjuk.
Azt a feltételt, hogy b [-edik hatvanymentes, elejthetnénk. Viszont ezen feltétel mellett a (6) jobb oldalanak ba! alakban
valo felirdsa egyértelmtvé valik, ami késGbb hasznosnak fog bizonyulni.

A (6) egyenlettel és annak tovabbi altalanositasaival (példaul a dolgozat végén szerepls (7) és (8) egyenletekkel)
sokan, kozottik Erdds Pdal, T. N. Shorey, R. Tijdeman, N. Saradha, Hajdi Lajos, Brindza Béla, Ruzsa Imre és a
szerz6 foglalkoztak.



Mint fentebb lattuk, a (6) egyenletnek a k = b =1 = 2 esetben végtelen sok megoldasa van.

Elég a (6) egyenlet azon (n, k, b, =, l) megoldasaival foglalkozni, amelyekre P(z) > k. Valoban, adott k-ra a (6)
egyenletnek csak véges sok P(z) < k tulajdonsagi megoldasa van, és mindezek kénnyen meghatarozhatok. Jeloljik
ugyanis p(k)—val a legkisebb olyan primszamot, melyre p(k) > k. Sylvester fentebb idézett tételének kovetkezmeénye,
hogy P(z) < k mellett (n, k, b, x, 1) akkor és csak akkor megolddsa (6)-nak, ha n € {1, 2, ..., p® — k}. Tehat n
és igy b, z, | tényleg konnyen meghatarozhato. Vegyiik észre, hogy n = 1 minden k-ra megoldésa (6)-nak, k! mindig
felirhat6 bz! alakban a kivant tulajdonsaggal.

Példa. Konnyen ellendrizhets, hogy p® = 3 és p® = 5. Ezért k = 2, 3 esetén (6) 6sszes, P(z) < k tulajdonsagu
(n, k, b, z, I) megoldasai:

(1,2,2,1,1>2), (1, 3,6, 1,1=2),
(2,3,24, 1, 1> 4), (2, 3,6, 2, 2), (2, 3,3, 2, 3).

Az Erdés—Selfridge tétel bizonyitasanak modszerét tovabbfejlesztve N. Saradha egy 1997-ben megjelent dolgozataban
bebizonyitotta, hogy k > 4 esetén a (6) egyenletnek nincs olyan megoldasa, amelyre P(z) > k. A bizonyitas a k = 2
és 3 esetekre nem alkalmazhato.

A Wiles-modszer egy valtozatéaval K. A. Ribet 1997-ben megmutatta, hogy a (4) egyenletnek nincs megoldésa,
amennyiben ¢ a 2-nek 1-nél nagyobb és [-nél kisebb kitev§ji hatvanya. A Darmon—Merel-tétel és a Ribet-tétel fel-
hasznalasaval a szerzonek [5] Gjabban sikeriilt Saradha eredményének megfelelGjét k& = 2 és k = 3-ra is igazolnia.
A kovetkezd, [5]-ben ilyen formaban publikalt tétel a (6) egyenlet teljes megoldasat szolgaltatja a P(x) > k feltétel
mellett.

3. Tétel. (N. Saradha, k > 4 eset; Gy6ry K., k < 3 eset). A k = b =1 = 2 esettdl eltekintve (n, k, b, x, 1) =
(48, 3, 6, 140, 2), azaz 48 - 49 -50 = 6 - 140% a (6) egyenlet egyetlen olyan megolddsa, melyre P(x) > k

Most megmutatjuk, hogy a 3. Tételbdl levezethets mind az 1. Tétel, mind pedig a 2. Tétel.

El6szor tekintsiik az (1) egyenletet, s tegyiik fel, hogy (n, k, z, l) megoldasa (1)-nek. A k = [ = 2 eset nyilvan nem
lehetséges. Tovabba a 3. Tétel miatt P(x) > k sem teljesiilhet. Ha viszont P(z) < k, ugy Sylvester tétele szerint n < k,

<p<n+k-1.

Ebbdl kovetkezik, hogy p-nek csupan az els6 hatvanya lehet osztoja n(n+1)...(n + k — 1)-nek, ami (1) miatt nem
lehetséges. Ezzel az 1. Tételt levezettiik a 3. Tételbsl.
Ezutan tekintsiik a (2) egyenlet egy (n, k, x, [) megoldasat. A (2) egyenlet

n+k n
azaz n < % Tovabba Csebisev tétele kovetkeztében létezik olyan p primszam, amelyre

nn+1)...(n+k—1)=ba'

alakba irhato, ahol b a k! legnagyobb l-edik hatvanymentes osztdja. Feltevés szerint n > k 4 1, ezért Sylvester tételét
alkalmazva P(x) > k adodik. Ekkor viszont a 2. Tétel mar azonnal kdvetkezik a 3. Tételbol.
Az (1), (2) és (6) egyenletek tovabbi altalanositasai a

nn4d)...(n+ (k—1)d) =z (7)san(n+d)...(n + (k — 1)d) = bz’ (8)

egyenletek, ahol n, d, k, b, x, | pozitiv egész ismeretlenek, &k > 3, x > 2,1 > 2, (n, d) = 1 és P(b) < k. Mint
emlitettiik, ezekkel az egyenletekkel is sokan foglalkoztak, sok érdekes eredményt publikaltak. Ezekrdl az eredményekrol
az érdeklsdd olvaso attekintést nyerhet a [7], [9], [8], [6] munkakbol. Azonban ellentétben az (1), (2) és (6) egyenletekkel,
amelyeknek teljes megoldasat ismerjiik, a (7) és (8) egyenletekkel kapcsolatban eddig csupéan részeredmeények sziilettek.
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