Tudjuk, hogy minden 4k+1 alakt primszam felbonthaté két négyzetszam Ssszegére. Most — geometriai modszerekkel
— bebizonyitjuk, hogy ez a felbontas lényegében egyértelmid. A bizonyitds soran elGszor azt igazoljuk, hogy ha egy
p = 4k + 1 alaka természetes szdm kétféleképpen is felbonthatd két négyzetszam Osszegére, akkor talalhatd olyan
sferde helyzet” téglalap, amelynek mind a négy csiicsa racspont, és atléja /p; majd megmutatjuk, hogy ezen téglalap
segitségével fel tudjuk irni az eredeti p szamnak két valodi osztojat. Ez nem lehetséges, igy a felbontas valoban
egyértelm.

Legyen tehat p = 4k + 1 = a® + b% = 2 + d?, és a, b, ¢, d paronként kiilonb6z6 pozitiv egészek.

Lathato, hogy a és b, illetve ¢ és d egyike paros, masika pératlan, feltehetd, hogy

(1) a és ¢ parosb és d paratlan.

Vegyiik a sikot az egységoldali négyzetraccsal; az origobol mind a Pj(a,b), mind a Pz(c,d) pontba mutat6 vektor
hossza +/p.

Ekkor az OP; P> haromszog cstcsai racspontok, (1) miatt a Py Py szakasz F' felez6pontja, (GT—’—C, #) is racs-
pont, és mivel az OP, P haromszog egyenlGszar, ezért
OF 1 Py P. Tehat az OP; F haromszog derékszogt, igy azt atfogdjanak felezSpontjara tiikrozve téglalapot kapunk,
melynek mind a négy csiicsa racspont, és atloja /p hosszisagu.

Ismeretes, hogy ha egy négyzetracsban két racspontot 6sszekotiink, akkor az igy kapott szakasz egyik végpontjaban
rd merGlegest hizva, a vele azonos hosszisagu szakasz masik végpontja is racspont. Ebb6l kovetkezik, hogy ha két,
kozos végponti szakasz mindegyikének mindkét végpontja racspont és egymasra merélegesek, akkor mindkét szakasz
hossza egész szamszorosa a kdzos végponttol szamitott elsd racspont és a kozos végpont tavolsdganak. Ha ez a tavolsag
f, akkor a két emlitett szakasz, OF és F'P; hossza kf, illetve hf (k és h pozitiv egészek). Ekkor a Pitagorasz-tétel

miatt
VP =V (hf)?+ (kf)>.

azaz p = (hf)*+ (kf)* = (h* +k?) f2. Mivel f racspontokat Gsszekots szakasz, f2 biztosan egész; mivel h és k egészek,
azért h? + k? is egész; igy p = (h2 + k2) f? szerint p-t két pozitiv egész szam szorzatara bontottuk. Ezek csak akkor
nem valodi osztok, ha h? + k* = 1, vagy ha f? = 1. f egy egész befogoju derékszogi haromszog atfogoja, igy értéke
legalabb \/5, ezért f2 > 1. h? + k* = 1 pedig csak gy lehetséges, ha h és k valamelyike 0, ekkor azonban a két
szakasz valamelyike 0 hosszusagt volna. Igy p-t a két kiilonbozé felbontas felhasznalasaval két 1-nél nagyobb egész
szam szorzatara bontottuk, tehat p nem lehet primszam.

Szabd6 Istvan

programtervezé matematikus

Irodalom: Erdds Pdl-Surdnyi Jdnos: Valogatott fejezetek a szamelméletbsl (2. kiadas), Polygon Koényvtar, JATE
Bolyai Intézet, Szeged, 1996.
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