A matematika legkiilonfélébb dgaiban el6fordulnak olyan tételek, amelyek valamilyen matematikai objektum léte-
zését allitjak. Az ilyen tételeket egzisztencia—tételekne nevezik.

Ebben a cikkben olyan eszkozoket vizsgédlunk meg, amelyek egzisztencia-tételek bizonyitasahoz hasznalhatéak,
leginkabb a valos analizis kérében.

El6szor kimondunk néhany tipikus egzisztencia-tételt. Ezek részben szemléltetések, részben pedig eszkozok lesznek
més egzisztencia-tételek bizonyitasahoz.

Tétel. Létezik olyan pozitiv valés szam, amelynek a négyzete 2.

A legkisebb felsé korlat tétele. Ha a valds szamokbdl dllo H halmaz felilrdl korldatos és nem tires, akkor a felsé
korldtai kozott van legkisebb

Bolzano—Weierstrass tétel. Tetszdleges korldtos x1, x2, ... szamsorozatnak van torloddsi pontja

Borel fedési tétele. Ha egy [a; b] zdrt intervallumot lefediink akdrhdny nyilt intervallummal, akkor a nyilt inter-
vallumok kézil kivdlaszthatd véges sok, amelyek még mindig lefedik az [a; b] intervallumot.

Az algebra alaptétele. Minden legaldbb elséfoki, valds vagy komplex egyiitthatdos polinomnak van komplex gydke.
Ezekben a tételekben kozos, hogy egy specialis tulajdonsagu szam létezését allitjak egy bizonyos halmazban. Egye-
diil a Borel-tétel latszik kivételnek, de ezt a kovetkezGképpen is megfogalmazhatjuk:

Borel fedési tételének atfogalmazasa. Ha adott akdrhdny nyilt intervallum, és ezek kézil semelyik véges sok
nem fedi le az [a; b] intervallumot, akkor létezik olyan ¢ szam az [a; b] intervallumban, amelyet egyik nyilt intervallum
sem tartalmaz.

I. moédszer: intervallum-felezés

Ezt a modszert nagyon szemléletesen mutatja be egy klasszikus példazat.

Feladat: Fogjunk a sivatagban oroszlant. Ehhez rendelkezésiinkre dll eqy oroszlanjelzé miiszer, ami a sivatag barme-
lyik részletérdl megdllapitja, hogy van-e benne oroszldn.

Megoldas: Két részre osztjuk a sivatagot, és mindkét felét lemérjiik a miiszerrel. Ha az egész sivatagbhan van oroszlan,
akkor legalabb az egyik felében szintén van. Kivalasztjuk az egyik ilyen fél sivatagot, a masik felét eldobjuk. A fél
sivatagot ismét két részre osztjuk; az egyik részt (amiben van oroszlan) megtartjuk, a mésik részt ismét eldobjuk. A
felezgetést akkor hagyjuk abba, amikor a megmaradt sivatag darab mar elég kicsi (azaz csupan egyetlen homokszembdl
all), és akkor raboritunk egy ketrecet. Ezzel megfogtuk az oroszlant.

A gyakorlatban az oroszldn az a matematikai objektum, aminek a létezését bizonyitani akarjuk, példaul egy specialis
tulajdonsagu szam. A sivatag az a halmaz, amelynek elemei kozott keressiik a kérdéses objektumot, legtobbszor egy
intervallum. Az intervallumot természetesen nem elég véges sokszor két részre osztani. Végtelen sok felezésre van
sziikség, hogy végiil csak egyetlen szdm maradjon.

Sajnos a ,megoldasban” komoly hidnyossagok vannak. Ahhoz, hogy kijelenthessiik: megfogtuk az oroszlant, a ko-
vetkezd harom kérdést kell tisztaznunk:

K1. Biztosak lehetiink-e abban, hogy egyaltalan fogtunk valamit? K2. Csak egyvalamit fogtunk? K3. Hogyan
gy6zddhetiink meg réla, hogy oroszlant fogtunk, és nem valami mast?

Ezeknek a kérdéseknek a megvalaszolasa nélkiil a ,;megoldas” utolsé mondata kdzonséges bloff.

Tanulsagképpen nézziik meg, mire jutottak volna az ékori gérogok a V2-vel.

Akhilleusz és a v/2

Az okori gorogok csak a raciondlis szamokat ismerték, és tragikus felismerés volt szamukra, hogy nincs olyan
(racionalis) szam, aminek a négyzete 2, holott a geometridban meg tudtak szerkeszteni ilyen hosszusagu szakaszt.

Képzeljiik el, hogy Akhilleusz, a mesebeli gorog hés megprobalja megtalalni azt a szamot, amelynek négyzete 2.
Akhilleusz ugy taléalja, hogy az 1 tul kicsi (a négyzete kisebb, mint 2), a 2 viszont ttl nagy. Ezért gy dont, hogy a
szamot az (1; 2) intervallumban keresi.
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Ezutan kiprobalja a 5 szamot, és megéllapitja, hogy ez is tul nagy, mert a négyzete T ami nagyobb 2-nél. Ezért a
3 3 5
5—‘5 és a nala nagyobb szamokat eldobja, és csak az (1; 5) intervallummal foglalkozik tovabb. Ezutan az 1 Szamot
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probalja ki (tal kicsi), majd a g—ot (tal kicsi), és igy tovabb. Kozben az intervallum, amelyben a v/2-t keresi, egyre

LA latin egzisztencia szo jelentése: létezés

2A H halmaznak a K szam felsé korlatja, ha H-nak nincs K-nal nagyobb eleme. Egy halmaz feliilré] korlatos, ha létezik felss korlatja.

3Egy sorozatnak a c szam torlodasi pontja, ha tetszGleges pozitiv e esetén a sorozatnak végtelen sok eleme esik a (¢ — €; ¢ + €)
intervallumba.



fogy:

3 5 3 11 3 11 23 43 23
(17 2)7 (17 5) ) (Z7 5) ) (§7 5) ) (?7 1_6> ) <3_27 1_6> )

Akhilleusznak elég sok ideje van, és az intervallum-felezd lépést végtelen sokszor elvégzi. Kozben kidobja az Gsszes
olyan racionéalis szdmot, aminek a négyzete nagyobb 2-nél, és azokat is, amelyeknek a négyzete kisebb 2-nél.
Ekkor kellemetlen meglepetés éri: az Osszes raciondlis szamot kidobta, nem maradt egy sem.

A valés szamok axiémarendszere

Akhilleusz probléméajan ugy lehet segiteni, hogy a racionalis szamokon kiviil tovabbi szamokat vezetiink be. Az
nyilvan kevés, ha csak egy 0j szamot (a v/2-t) talalunk ki, sziikség van még v/3-ra, V/7-re, az 1,01001000100001. . ..
tizedes tOrtre és még rengeteg mas szamra. Az 4j szdimokkal mit is akarnédnk mast, mint szamolni, tehat a jol megszokott
alapmitveleteket és a rendezést (a kisebb-nagyobb relaciot) ki akarjuk terjeszteni az ,,ij” szamokra is.

A racionalis szamok kiegészitésére tobb konstrukcié is létezik. Vannak természetesnek nevezhetd konstrukciok,
példaul mondhatjuk azt, hogy ezentidl a végtelen tizedes torteket nevezziik szdmoknak. Ennek a konstrukciénak az a
hatranya, hogy a miveleteket — kiilonosen a szorzast — nagyon nehéz definidlni. Vannak kevésbé természetes konstruk-
ciok, amelyek nem annyira szemléletesek, de 1ényegesen konnyebb a miiveleteket definialni; ilyenek példaul a racionalis
szémok Dedekind-szeletei] vagy a raciondlis szamokbol készitett Cauchy-sorozatok ekvivalencia-osztalyai

Magukat az 4j szamokat ,valos” (azaz létezs) szamoknak fogjuk hivni. Most nem az a célunk, hogy a lehetséges
konstrukciokat tanulméanyozzuk, vagy hogy az egyik konstrukciét elényben részesitsiik a tobbivel szemben. Inkabb
nem mondjuk meg, hogy milyen objektumokat neveziink valos szdmnak, hanem csak a legfontosabb tulajdonsagaikat
soroljuk fel. Ezeket a tulajdonsigokat hivjuk a valés szdmok axiémainak.

Az axiomékat négy csoportra oszthatjuk:

I. Testaxioméak. Létezik két kétvaltozos miivelet, az Osszeadas és a szorzas, valamint két kiilonbozs kitiintetett
szam, a 0 és az 1 a kovetkez6 tulajdonsagokkal: T1. Tetsz6leges a, b valos szdmokra a + b = b+ a. T2. Tetsz6leges a, b,
¢ valos szamokra (a +b) + ¢ = a + (b+ ¢). T3. Tetszoleges a valos szamra a + 0 = a. T4. Tetsz6leges a valos szamhoz
létezik olyan b valés szadm, amelyre a + b = 0. T5. Tetsz6leges a, b valos szdmokra a - b = b - a. T6. Tetszbleges a, b, ¢
valos szamokra (a-b)-c=a- (b-c). T7. Tetszbleges a valos szamra a - 1 = a. T8. Tetsz6leges 0-t6l kiilonboz6 a valos
szamhoz létezik olyan b valos szam, amelyre a-b = 1. T9. Tetszbleges a, b, ¢ valos szamokra (a+b)-c= (a-¢) + (b- ).

Altalaban, egy algebrai struktirat testnek neveziink, ha teljesiilnek ezek az axiomak. Testet alkotnak példaul a 0,
1, 2 szamok, ha az Gsszeadést és a szorzast modulo 3 végezziik (pl. 242 = 1), vagy példaul a racionalis tortfiiggvények.

A testaxiomakbol bebizonyithato az Gsszes jol ismert miiveleti azonosséag, és sok més fontos tétel, példaul az, hogy
egy polinombdl ki lehet emelni a gyoktényeztket.

II. Rendezési axiémék: Létezik egy < relacié a kovetkezs tulajdonsagokkal: R1. Tetszéleges a, b szdmokra vagy
a =05, vagy a < b, vagy b < a. R2. Ha az a, b, ¢ szdmokra a < b és b < ¢, akkor a < c¢. R3. Ha az a, b, ¢ szdmokra
a <b,akkora+c<b+c R4. Haaz a, b, ¢ szdmokra a < b és 0 < ¢, akkor a-c < b-c.

Egy strukturat rendezett testnek hivunk, ha teljesiilnek ra a test- és rendezési axiémak.

Erdekesség, hogy nem mondtuk ki, hogy 0 < 1; ezt az axiémakbol be lehet bizonyitani.

Ezek utan definidlhatjuk a pozitiv egész szamokat: 1, 14+ 1, 1+ 1+ 1 stb. A rendezési axidmak garantaljék tobbek
kozott azt is, hogy ezek a szamok kiillonbozsek.

ITI. Arkhimédészi axioma: Tetszbleges valds szamnal van nagyobb pozitiv egész szam.

Ez az allitas nem kovetkezik a kordbbiakbol. Példaul a raciondlis tortfiiggvények kozott lehet definidlni egy <
relaciot ugy, hogy rendezett testet alkossanak, de ne teljesiiljon az Arkhimédészi axibma.

IV. Cantor-axiéma: Egymasba skatulyazott zart intervallumok sorozatanak mindig van k6zos pontja. Mas szoval,
ha adott két szamsorozat: a1 < as < ... és by > by > ... ugy, hogy tetszbleges n-re a,, < b, akkor az [a1; b1] D
[az; ba] D [as; bs] D ... intervallumoknak van kozos eleme.

Az Arkhimédészi és a Cantor-axioma megadja a vélaszt a K1 és K2 kérdésekre. Tegyiik fel, hogy az [ag; bo]

intervallumbol indultunk ki. Az intervallum felosztasakor a felezpontot ne dobjuk ki; ezaltal egy zart intervallumokboél
by —
allo [ag; bo] D [a1; b1] D [ag; be] D ... sorozatot kapunk, amelyben az n-edik intervallum hossza b, — a, = 02na0

Ezeknek az intervallumoknak a Cantor-axidéma szerint van kozos eleme.

Ha az intervallumoknak legalabb két kozos eleme van: ¢ és d, ahol ¢ < d, akkor minden n-re [¢; d] C [an; by] teljesiil.
by — by — by —
Ebbél kovetkezik, hogy d — ¢ < b, — ay, = 02 ao’ azaz 2" < (;l % By azonban azt jelenti, hogy a 0@
n —C —
minden 2-hatvanynal — és ezaltal minden pozitiv egésznél — nagyobb, ami ellentmond az Arkhimédészi axiéméanak.

Tehat a K1 és a K2 kérdésekre igen a valasz.

0 2
Szam

‘A HC Q halmazt a racionalis szamok Dedekind-szeletének hivjuk, ha tetszéleges q1 < g2 racionalis szamokra g2 € H esetén q; € H.
Egy ilyen szelet megfelel annak, hogy a racionalis szamok halmazat egy valos szamnal ,elvagjuk”.

5A q1, q2, ... sorozatot Cauchy-sorozatnak hivjuk, ha tetszéleges e > 0-hoz létezik olyan no pozitiv egész, hogy tetszéleges m,n > ng
esetén |gn — gm| < e. A q1, g2, ... és r1, r2, ... Cauchy-sorozatokat ekvivalensnek nevezziik, ha (gn — rn) — 0.



Elsé bizonyitas a /2 létezésére

Most mar minden sziikséges eszkoz rendelkezésiinkre 4ll, hogy bebizonyitsuk a V2 létezését.
Akhilleuszhoz hasonloan definidlunk egy intervallumsorozatot. Legyen [ao; bo] = [1; 2]. Ha [ay,; b,]-et mar defini-

an+bn)2

ntbn\?
altuk, akkor vizsgaljuk meg, hogy (a * ) nagyobb-e mint 2. Ha ( > 2, akkor legyen [ant1; bny1] =

2
an + by,
Qnp;
2

n b’ﬂ
Ot On b } Ezzel egy olyan

}. Ellenkezs esetben legyen [anq1; bny1] = [ 5 b

[ao; bo] D [al; bl] D [az; bz] D...

intervallum-sorozatot definidltunk, amelyben tetszéleges n-re ai < 2¢és bi > 2.
Az intervallumsorozatnak létezik egyetlen kozos eleme; jeloljiik ezt c-vel. Mar csak azt kell bebizonyitanunk, hogy
a K3 kérdés szavaival ¢ egy oroszlan, azaz ¢ = 2.
Tetszoleges n-re igaz, hogy ¢? < b2 és a? < 2, ezért
2 2 2 1 4
c©—=2<b; —a;, = (by —an)(by + an) < 2—n-(2—|—2): o
Ha a c® > a? és b2 > 2 egyenlStlenségb6l indulunk ki, akkor pontosan ugyanezt kapjuk (2 — c?)-re. A két eredmény

egyiitt azt allitja, hogy
4
2
-2l < —.
2] < o

4
Az Arkhimédészi axioma miatt a on szam tetszéleges pozitiv szamnal kisebb lesz, ha n elég nagy, ezért |02 — 2‘ nem

lehet pozitiv. ‘02 — 2‘ tehat 0, azaz ¢? = 2.

A legkisebb felsé korlat tétele

Ugyanezzel a modszerrel bizonyithatjuk be a legkisebb felsé korlat tételét.

Legyen Lo egy olyan szam, amely nem fels§ korlatja H-nak (Ilyen létezik, mert H nem iires), és legyen Ky egy
fels6 korlat. A Ky-nal nagyobb szamok is mind fels korlatok, ezért biztosan Ly < K.

A legkisebb fels6 korlatot nyilvan a [Lg; Kj] intervallumban érdemes keresniink. Ezt az intervallumot fogjuk felez-
getni.

L, + K, .
Ha maér definidltuk az [L,; K] intervallumot, akkor vizsgaljuk meg, hogy % fels6 korlatja-e H-nak. Ha

L,+ K, L,+ K,
; }.Ha +

igen, akkor legyen [L,41; Kni1] = [Ln; nem fels§ korlat, akkor legyen [L,y1; Kpy1] =

L, + K,
— K, .
2 b
Az igy definialt
[LQ; Ko] D) [Ll; Kl] D) [Lg; Kz] D...

intervallumsorozatban tetszéleges n-re K, fels6 korlatja a H halmaznak, L, pedig nem felsé korlatja.

Az intervallumoknak létezik pontosan egy kozos eleme, legyen ez M. Azt kell bebizonyitanunk, hogy M felsd
korlatja H-nak, és nincs M-nél kisebb felsd korlat.

Legyen h a H halmaz egy tetszbleges eleme. Barmely n pozitiv egészre K, fels§ korlat, ezért h < K,,; masrészt
M > L,,. Ebbdl kovetkezik, hogy
Ko — Lo

2n
Ebbdl az Arkhimédészi axidma miatt kovetkezik, hogy h — M nem lehet pozitiv, vagyis h < M. Ezzel igazoltuk, hogy
M fels6 korlat.

Legyen K egy tetszbleges fels6 korlatja H-nak. Ekkor tetsz6leges n esetén M < K, a konstrukcié miatt és L, < K,
mert a K-nél nem kisebb szamok mind fels§ korlatok; ezért

h—M<K,—Ly, =

M—K<K,,—Ln=%.

Ebbdl kovetkezik, hogy M — K nem lehet pozitiv, azaz M < K. Az M szamnal tehat nincs kisebb fels§ korlat.
A legkisebb felst korlatot latin eredet kifejezéssel szuprémumnak is nevezziik, a H halmaz szuprémumat (legkisebb

fels6 korlatjat) sup H-val jeloljik. A tétel parja a legnagyobb alsé korlat tétele: Tetsz6leges nem tres, alulrol korlatos
halmaznak létezik legnagyobb alsé korlatja. Ezt infimumnak is nevezziik, jele inf H.



Ha a halmaznak létezik legnagyobb, illetve legkisebb eleme (maximuma, illetve minimuma), akkor ez természetesen
azonos a halmaz szuprémuméval, illetve infimuméval. Maximuma és minimuma nincs minden halmaznak, viszont
szuprémuma és infimuma minden nem iires és korlatos halmaznak van.

Erdekesség, hogy a valos szamok axiémarendszerében az Arkhimédészi és a Cantor-axioma helyett a legkisebb felss
korlat tételét is kimondhatjuk axiomaként. A test- és rendezési axiomékbol, valamint a legkisebb felsd korlat tételébdl
nagyon koénnytd bebizonyitani a Cantor- és az Arkhimédészi axiémat.

Tul ezen, a legkisebb fels korlat tétele egy méasik nagyon fontos eszkdz egzisztencia-tételek bizonyitasara.

IL. médszer: a legkisebb felsé korlat tételének alkalmazasa

Egy autout mentén a bokrok kiézott oroszlinok bugtak el (legaldbb egy). Feladat: fogjunk meg legaldbb egy oroszldnt.
Ismét rendelkezéstinkre dll egy miszer, amely az autout barmely szakaszdra meg tudja mondani, hogy van-e ott oroszldn.

%
%

1. dbra

Megoldas: Minden egyes pontban dllapitsuk meg, hogy az it hdtralevd részén van-e oroszldn. Ha van, tegyiink ki egy
,Oroszldnveszély” felirati tablat. Ahol a tabldk elfogynak, ott bijt el egy oroszldn.

Tegyiik fel, hogy egy [a; b] intervallumban keresiink egy bizonyos ¢ szamot, és az intervallum barmelyik elemérdl
valamilyen modszerrel meg tudjuk allapitani, hogy a keresett c-nél kisebb vagy nagyobb. A ¢-nél nem nagyobb szamok
azok a helyek, ahova ,tablat tesziink”; ezeket a szamokat Osszegyiijtjiik egy T halmazban. Az a hely, ahol ,a tablak
elfogynak” a T halmaz szuprémuma.

A szuprémum egyértelmien létezik, viszont ismét meg kell vizsgalnunk, hogy oroszlan-e, azaz rendelkezik-e a kivant
tulajdonsagokkal.

A tovabbiakban a két modszer alkalmazasaként bebizonyitjuk a bevezetGben kimondott tételeket.

Masodik bizonyitas a v/2 létezésére

A V/2-t ismét az [1, 2] intervallumban keressiik. Azok a szamok nem nagyobbak V/2-nél, amelyek négyzete nem
nagyobb 2-nél, ezért legyen
T={te[l,2]: *<2}

és ¢ = sup7. A T halmaz nem iires, mert példaul 1 € T'. Ugyanakkor feliilr6l korlatos, példaul a 2 egy felsé korlétja.
Ezért a c szam definicija értelmes.

Azt akarjuk igazolni, hogy ¢* = 2.

Tetszoleges 0 < € < 1 esetén ¢ — € nem fels6 korlatja T-nek, (c a legkisebb felsg korlat), ezért létezik olyan ¢t € T
elem, amelyre ¢ — € < t < ¢. Felhasznalva, hogy t € T esetén t* < 2,

A —2<c—tP=(c—t)(c+t)<e-(2+2) = 4e.

Hasonloképpen, mivel ¢ a legkisebb felsé korlat, ¢ + ¢ nem eleme a T halmaznak, ezért (c + ¢)? > 2, amibél
kovetkezik, hogy
2—c? < (c+e)? —c?=2ce+e* < be
Azt kaptuk, hogy tetszéleges 0 < € < 1 esetén |02 - 2| < 5e. Ez pedig csak ugy lehetséges, ha |02 — 2| nem pozitiv,
2
azaz c¢” = 2.

A Bolzano—Weierstrass tétel bizonyitasa intervallum-felezéssel

Definialunk egy olyan [ag; bo] D [a1; b1] D [ag; ba] D ... intervallum-sorozatot, amelyre tetszéleges n esetén [ay,; by,]
az xi, Ta, ... sorozatnak végtelen sok elemét tartalmazza.
Legyen [ag; bo] egy olyan intervallum, amely a teljes 1, z3, ... sorozatot tartalmazza.



Ha az [an; b,] intervallumot mar definidltuk, és az végtelen sok elemet tartalmaz az 1, 2, ... sorozatboél, akkor

n bn n bn . e » . . 2 P
az |an; % es |2 ;— ; bn} intervallumok koziil legalabb az egyik szintén végtelen sok elemet tartalmaz. Az

egyik ilyet valasszuk [any1; bny1]-nek.

A [an; by] intervallumoknak létezik egy kozos ¢ eleme. Azt allitjuk, hogy ez torlodasi pont. Tetszbleges € > 0 esetén
létezik egy olyan n szam, amelyre [a,; b,] C (¢ — &; ¢+ €). Az [an; by intervallum végtelen sok elemet tartalmaz az
Z1, Ta, ... sorozatbdl; ezeket a (¢ — €; ¢ + ¢) intervallum is tartalmazza.

A Bolzano—Weierstrass tétel bizonyitasa a legkisebb felsG korlat tételével

Legyen az x1, o, ... sorozat egy also, illetve felsé korlatja A, illetve B. Legyen T azoknak a t valos szdmoknak
a halmaza, amelyekre a [t; B] intervallum végtelen sok elemet tartalmaz az x1, xo, ... sorozatbol. Ez a halmaz nem
iires, példaul A € T, és feliilr6l korlatos, példaul B egy fels6 korlatja. Létezik tehat legkisebb felsé korlatja; legyen ez
c.

Tetszoleges € > 0 esetén ¢ + € nem eleme a T halmaznak (nagyobb c-nél, a fels§ korlatnal), ezért a [c + ¢; B]
intervallum csak véges sok elemet tartalmaz az 1, x2, ... sorozatbol.

A ¢ — € szam viszont nem fels6 korlat (kisebb c-nél, a legkisebb fels6 korlatnal), ezért létezik egy olyan ¢t > ¢ — ¢
szam, ami eleme T-nek. Ez azt jelenti, hogy a [t; B] C (¢ — ¢; B] intervallum végtelen sok elemet tartalmaz az x;, 22,

. sorozatbol.
Osszefoglalva, tetszoleges € esetén a (c — ¢; B] intervallum végtelen sok, a [c+ ¢; B] intervallum viszont csak véges
sok elemet tartalmaz az x1, 2, ... sorozatbdl; ebbdl kovetkezik, hogy a két intervallum kiilonbsége, (¢ —&; ¢+ €) is

végtelen sokat tartalmaz.

Borel fedési tételének bizonyitasa intervallum-felezéssel

Tegyiik fel, hogy az [a, b] intervallumot nem lehet lefedni véges sok nyilt intervallummal. Definidlunk egy olyan

[ao; bo] D [a1; b1] D [ag; be] D ... intervallum-sorozatot, amelyre tetszSleges n esetén az [an; by,] intervallum nem
fedhetd le véges sok nyilt intervallummal.
Legyen [ao; bo] = [a; b]. Ha mar definialtuk [a,; b,]-et és ez nem fedhets le véges sok nyilt intervallummal, ak-
a:n + bn ’ a'n, + bn

kor az |ay; bn] intervallumok koziil legalabb az egyiket szintén nem lehet véges sok nyilt

5 és g
intervallummal lefedni. Az egyik ilyet valasszuk [any1; bny1]-nek.

A [an; by] intervallumoknak létezik egy kozos ¢ eleme. Tegyiik fel, hogy ¢ eleme egy I nyilt intervallumnak. Ekkor
elég nagy n esetén [ay,; b,] C I. Ez viszont ellentmondas, mert I egymagéaban lefedi az [a,; b,] intervallumot. A ¢
szamot tehat egyik nyilt intervallum sem tartalmazza.

Borel fedési tételének bizonyitasa a legkisebb felsé korlat tételével

Tegyiik fel ismét, hogy az [a, b] intervallumot nem lehet lefedni véges sok nyilt intervallummal. Legyen T' azoknak
a [a; b]-beli ¢ szamoknak a halmaza, amelyekre a [¢; 0] intervallum nem fedhets le véges sok nyilt intervallummal. A T
halmaz nem iires, példaul a € T', mésrészt feliilr6l korlatos. Legyen ¢ = sup 7.

Ha c-t egyik nyilt intervallum sem tartalmazza, kész vagyunk. Tegyiik tehat fel, hogy c-t tartalmazza egy (u,v) nyilt
intervallum. Ekkor ¢ < v miatt v nem eleme T-nek, és a [c; b] intervallum lefedhets véges sok nyilt intervallummal.
Ezek (u, v)-vel egyiitt az (u; b] intervallumot is lefedik. Tehat tetsz6leges ¢ > u esetén a [t; b] intervallum lefedhetd
véges sok nyilt intervallummal. Ebb&l kovetkezik, hogy u is fels6 korlatja T-nek, ami ellentmond annak, hogy c a
legkisebb felss korlat.

Az algebra alaptétele

Az algebra alaptételét csak vazlatosan bizonyitjuk. A korrekt bizonyitashoz sziikség lenne tobb fogalom pontos
definidlasara, amelyek a bizonyitast sokkal hosszabbra nyujtanak.

Tekintsiik a

p(z) = a2’ + ap_ 12" T+ -+ a1z +ag

polinomot, ahol & > 1 és ay # 0, és tegylik fel indirekte, hogy nincs gyoke a komplex szamok korében.

A polinomot mint a komplex szamokon értelmezett komplex értéki fiiggvényt abrazoljuk tgy, hogy a komplex
szamsik minden pontjaba rajzoljuk be a polinom itteni helyettesitési értékét. Igy minden egyes pontba egy vektort
rajzoltunk.
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2. dbra

A komplex sikon egy fiiggvénynek tetszoleges téglalapon definidlhatjuk a korilforduldsi szamdt. Ez azt mondja
meg, hogy a téglalap keriiletén pozitiv irdnyban kérbehaladva a fiiggvényértékek dsszesen hanyszor fordulnak kérbe.
A koriilfordulasi szamot ,elGjelesen” szamitjuk. Ha példaul a fiiggvényértékek elébb 60°-ot fordulnak pozitiv iranyba,
majd 420°-ot negativ iranyba, akkor 6sszesen 360°-ot fordulnak negativ irdnyba, és a koriilfordulasi szam —1.

Tekintsiink egy T, téglalapot, amely a belsejében tartalmazza a 0-t. Ha az ayz" fiiggvényt abrazoljuk, akkor a
komplex hatvanyozas tulajdonsigai miatt a koriiljarasi szam pontosan k.

Valasszuk a téglalapot olyan nagyra, hogy keriiletén az ajz* tag sokkal nagyobb legyen, mint az dsszes tobbi tag
egyiittvéve. Ekkor a téglalap keriiletén a fiiggvényértékek irdnya majdnem ugyanaz lesz, mint az a2’ iranya, és a
koriiljarasi szam nem valtozik.

Felezziik el a téglalapot valamelyik oldaldval parhuzamosan. Ha korbesétalunk a két fél téglalap keriiletén, akkor
az egész téglalap keriiletének minden szakaszan pontosan egyszer haladunk végig, a két fél téglalap kozotti szakaszon
pedig mindkét irdnyban pontosan egyszer. Emiatt a két fél téglalapon a koriiljarasi szamok Osszege megegyezik a teljes
téglalap kortiljarasi szdméaval.

Most definidljuk a Top D 77 D To D ... téglalapokat ugy, hogy tetszéleges n pozitiv egész esetén p koriiljarasi
szama a T, téglalapon pozitiv legyen. A Ty téglalapot méar definidltuk. Ha T),-et mar elGallitottuk, akkor felezziik el a
hosszabbik oldalara mer&legesen. Ezzel két fél téglalapra bontottuk. A két fél téglalapon a koriiljarasi szamok Osszege
megegyezik T,, koriiljarasi szamaval, ami pozitiv. Ebb6l kovetkezik, hogy legalabb az egyik fél téglalap koriiljarasi
szama pozitiv. Az egyik ilyen fél téglalapot valasszuk 77,4 1-nek.

Nem nehéz meggondolni, hogy a téglalapoknak egyetlen k6z6s pontja van. Legyen ez c. Azt allitjuk, hogy ¢ gyoke

a polinomnak.

Adle
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Tegyiik fel, hogy ¢ nem gyok, azaz p(c) # 0. Mivel a polinom folytonos, rajzolhatunk ¢ koriil egy elég kis kort agy,
hogy annak belsejében a polinom értékének iranya p(c) irdnyatol legfeljebb 90°-kal térjen el. Ez a kor tartalmazza
a T, téglalapot, ha n elég nagy. Ez viszont ellentmondas, mert a koriiljarasi szam T),-en pozitiv, ugyanakkor a kor
belsejében a fliggvényértékek egy félsikba esnek, egyszer sem tudnak tehat kérbefordulni.



,Oroszlanfogas” a Téli Ankéton

Feladatok

1. Bizonyitsuk be mindkét modszerrel Bolzano tételét: Ha f az [a; b] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény,
f(a) < 0és f(b) > 0, akkor létezik olyan ¢ € (a; b) szam, amelyre f(c) = 0.

2. Bizonyitsuk be mindkét modszerrel Weierstrass tételét: Tetszoleges, az [a; b] intervallumon értelmezett folytonos
f fiiggvénynek létezik maximuma és minimuma. (Segitség: Keressiink olyan ¢ szamot, amelyre f(c) az f értékkészle-
tének szuprémuma, illetve infimuma.)

3. Keressiink a valés szdmok axiémai kozott olyat, amelyik kovetkezik a tobbibél.
4. Igaz marad-e a Cantor-axioma, ha zart intervallumok helyett nyilt intervallumokkal mondjuk ki?
5. Miért nincs legkisebb fels korlatja az iires halmaznak?

6. Bizonyitsuk be a test- és rendezési axiomakbol valamint a legkisebb felsg korlat tételébsl az Arkhimédészi és a
Cantor-axiomaét.

7. Mutassunk példat olyan rendezett testre, amelyben teljesiil a Cantor-axiéma, de nem teljesiil az Arkhimédészi
axiéma.



8. Adjunk meg olyan rendezést a racionélis tortfiiggvények testén, hogy rendezett testet alkossanak és ne teljesiiljon
az Arkhimédészi axioma.

9. Egy p polinomnak nincs gyoke a T téglalap keriiletén, ahol a koriiljarasi szdma n. Bizonyitsuk be, hogy a
polinomnak, az esetleges t0bbszords gyokoket multiplicitassal szamolva, pontosan n gyoke van a téglalap belsejében.
Ko6s Géza



