1. feladat. Megmutatjuk, hogy létezik a feladat kdvetelményeinek eleget tevd sorozat. Legyen ugyanis p; = 2,
p2 = 3, ps, ... a primszamok (végtelen) novekvs sorozata, és tekintsiik az a1 = 6, as = 10, a,, = 15 - ppy1 (n > 3)
sorozatot.

Ebben a sorozatban a,, paratlan szam, ha n > 3, igy nem oszthato sem aj-gyel, sem ag-vel, hiszen azok péaros
szamok. Az is vilagos, hogy a1 és ag koziil egyik sem osztoja a masiknak. Ha pedig n > 3, akkor p, 1 osztdja a,-nek,
de nem osztdja a sorozat egyetlen tovabbi tagjainak sem, tehat a, nem lehet oszt6ja a sorozat egy masik elemének.
Az elsé feltétel tehat teljestil.

A sorozatban barmely két szamnak van 1-nél nagyobb k6zos osztdja. Valoban: a; és as esetén ez a szam 2; ay és
a, esetén 3, han > 3, végiil ha n, m > 2, akkor a,, és a,, is oszthato 5-tel. Tehat a masodik feltétel is teljestil.

Végezetiil, ha egy pozitiv egész osztdja a sorozat minden elemének, akkor osztéja aj-nek és as-nak is, és igy csak
1 vagy 2 lehet. A mésodik lehet&ség azonban koénnyen kizarhato, hiszen ag paratlan szam. Ezzel igazoltuk, hogy a
sorozat a harmadik feltételt is kielégiti.

Megjegyzések. 1. A fenti sorozatban a masodik tagtol kezdve minden elem oszthato 5-tel. Olyan sorozat is megadha-
t0, amelyben a sorozat elemeinek semelyik tagtol kezdve nem létezik
1-nél nagyobb k6zos osztoja. Ilyen sorozat példaul az asnpy1 = 6ppta, Gsnt2 = 10pnt4, a3nts = 15pp4a (n > 0)
Osszefiiggésekkel definidlhatd. Az is vilagos azonban, hogy barmely, a feladat feltételeinek eleget tevs sorozatban lesz
végtelen sok elem, amelynek van 1-nél nagyobb kozos osztoja. (Miért?)

2. A sorozat konstrukciojanal mindenképpen sziikség van végtelen sok kiilonb6z6 primszam segitségére. Nem lehet
ugyanis megadni véges sok primszamot ugy, hogy legyen olyan pozitiv egészekbdl all6 végtelen sorozat, amelyben egyik
szam sem osztdja egyetlen masiknak sem, és amelyben minden szam Osszes primosztdja az adott primszamok koziil
valo.

Feladat. Bizonyitsuk be a fenti allitast.

2. feladat. El6szor olyan p polinomot mutatunk, amely az egymastol kiilonb6z6 a;, ag, ..., a, helyeken rendre
az egymastol nem feltétleniil kiilonb6z6 by, be, ..., b, értékeket veszi fel. Ehhez tekintsiikk ¢ = 1, 2, ..., n esetén a
kovetkezd p; polinomot:
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Vilagos, hogy pi(a;) = 1 és pi(a;) = 0, ha j # i. Ezért a p(x) = by - p1(x) + -+ + by, - pn(2) Osszefiiggéssel definialt
polinom, az un. Lagrange-féle interpolacios polinom, megfelels lesz. Kénnyen lathato, hogy ezen p polinom fokszama
legfeljebb n — 1. Azonban p még akkor sem lesz mindig egész egyiitthatos, ha aq, ..., a, és by, ..., b, egész szamok.

Legyen most a1 =1, a2 =2, ..., a, = n. Milyen by, ..., b, egész értékek mellett tudunk egyszertien kovetkeztetni
arra, hogy a p polinom egyiitthatdi egész szamok? A p polinom minden egyiitthatdja olyan racionélis szam, amelynek
a nevezdje valamilyen 1 < ¢ < n indexre
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alaku, szamlaloja pedig ugyanekkor b;-vel oszthato6 egész szam. Konnyen lathatd, hogy az igy adddé nevezék mindegyike
osztéja az N = [(n — 1)!]? szamnak. Ha tehat a b; értékek mindegyike oszthaté N-nel, akkor a fenti konstrukcioval
létrehozott p polinom egész egyiitthatos lesz.

Az altalunk keresett polinomnak azonban az elSirt helyeken 2-hatvany értékeket kell felvennie, azok pedig nem
oszthatok N-nel, ha n > 4. Hogyan lehet ezen segiteni? Valasszunk ki n darab kiilonb6z6 2-hatvéanyt, ami ugyanannyi
— mondjuk m — maradékot ad N-nel osztva. Ezt megtehetjiik, hiszen végtelen sok kiilonboz6 2-hatvany van. Legyenek
ezek c1, ca, ..., Cn, és tekintsiik a b; = ¢; —m (1 < i < n) szamokat. Ezekre igaz, hogy b; oszthaté N-nel, létezik tehat
olyan egész egyiitthatos polinom, amelyre p(i) = b; minden 1 és n kozé esG ¢ egész szamra. Ennek a p polinomnak
konstans tagjat m-mel megnovelve olyan, tovabbra is egész egylitthatos p* polinomhoz jutunk, amelyre p*(i) = ¢;.
Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

Megjegyzések. 1. A megoldasbol kitiinik, hogy kiilonb6z6 2-hatvanyok helyett kiilonbozd 3-hatvanyokat vagy éppen
kiilonbo6z6 primszamokat is eldirhattunk volna a keresett polinom 1, 2, ..., n helyen felvett értékeiként. S6t, még ennél

is tovabb mehetiink. Mivel
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egész szém, az a1 = 1, as = 2, ..., a, = n alappontokra épitett Lagrange-féle interpolaciés polinom egyiitthatéi mar
akkor is egész szamok, ha minden b; oszthatoé (n — 1)l-sal. A skatulya-elv szerint (n — 1)(n — 1)! + 1 szam kozott
mindig taldlhato n olyan, amelyik (n —1)!-sal osztva ugyanolyan maradékot ad. Megfogalmazhatjuk tehat a kovetkezs,
a feladatban szerepl6nél erGsebb allitast.

Legyen H egy legalabb (n — 1)(n — 1)! + 1 elemi egész szamokbol 4ll6 halmaz. Ekkor létezik olyan, legfeljebb
(n — 1)-ed foku egész egylitthatos polinom, amelynek az 1, 2, ..., n helyeken felvett értékei a H kiilonboz6 elemei.

3. feladat. Tekintsiink egy N elemd H ponthalmazt, amely megfelel a feladatban szerepl6 feltételeknek. Tegyiik fel,
hogy H konvex burkanak n csticsa van. Ezt a konvex n-szoget egy csticsabdl kiindulé atléi segitségével n—2 haromszogre



bonthatjuk, amelyek mindegyikében H-nak pontosan egy pontja helyezkedik el, a mésodik feltétel értelmében. Egy
ilyen haromszog hatarara — az elsd feltétel miatt — H-nak nem eshet mas pontja, mint a széban forgd haromszog 3
csucsa. A H halmaz tehat pontosan a konvex burkanak a csicspontjaibol és az el6bb emlitett n — 2 pontbdél all. Ennek
kovetkeztében N = 2n — 2 = 2(n — 1), azaz paros szam.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy minden 3-nal nagyobb N péros szam esetén megadhatd a sikon N pont a

kovetelményeknek megfelelGen. Legyen n =

, ekkor n > 3. Tekintslink egy tetszéleges Py P, ... P,—1 konvex

n-szoget. Ennek a belsejében vegyiink fel n — 2 tovabbi pontot a kovetkezSképpen. Minden 1 < ¢ < n — 2 esetén
legyen Q; a PyP;P,_1 és P;_1P;P;11 haromszogek k6z0s részének tetszdleges belsd pontja. Azt allitjuk, hogy a H =
{Py, P1, ..., Po_1, Q1, ..., Qn_1} ponthalmaz megfelel a feltételeknek.

Legyen 0 < i < j < k < n — 1. Azt allitjuk, hogy a P;P; P, haromszog belseje H pontjai koziil egyedil a
Q; pontot tartalmazza. El6szor azt mutatjuk meg, hogy ); valéban a P;P; P, haromszog belsé pontja. A P;P; P
szOgtartomény tartalmazza a Py, Pj, P,—1 pontokat, és igy a PyP;P,_; hiromsz6g minden pontjat is. Minthogy Q;
ennek a haromszognek belsé pontja, Q; a P, P; P szogtartomény belsejében van (1. dbra).

Hasonloképpen lathato, hogy @; a P; Py egyenesre tdmaszkodo, Pj-t tartalmazo félsik belsejében taldlhato, hiszen
ez a félsik tartalmazza a Pj_1, Pj, Pj41 pontokat, és Q; a Pj_1P;P;j41 haromszdg belsé pontja (2. dbra).

A @, pont tehat az 1. dbrdn lathato nyilt szogtartomany és a 2. dbran lathaté nyilt félsik kozos részében van, ez
pedig éppen a P;P; P, haromszog belsé pontjainak halmaza. Most megmutatjuk, hogy ez a halmaz H pontjai koziil
a ;-n kiviil egyetlen pontot sem tartalmaz. A PyP; ... P,_1 soksz0g konvex, ezért egyik csticsa sem eshet a P; P; Py
haromszog belsejébe. Tekintsiik most valamelyik @); pontot, ahol I # j. Ez a pont a P,_1 P, P,+1 haromszog belsejében
helyezkedik el. Ha [ < 4, akkor a Py P; egyenes elvélasztja ezt a haromszoget a P; P; P, haromszogtol, tehat @; valdéban
nem eshet az utobbi haromszog belsejébe. Az i < [ < j, j <l < k, illetve k < [ esetekben a megfelels elvilaszto
egyenesek rendre a P;P;, P;P;, és P,P,_1 egyenesek. A 3. dbra az | = j — 1 esetet szemlélteti. Ezzel allitdsunkat
bizonyitottuk.

Hatravan még annak igazolasa, hogy H pontjai koziil semelyik harom nem esik egy egyenesre. A konstrukciobol
azonnal kovetkezik, hogy semelyik P;P; egyenes nem illeszkedhet H-nak egyetlen tovabbi pontjara sem. Ha tehét egy
egyenes H pontjai koziil harmat is tartalmazna, akkor tartalmaznia kellene legaldbb két @ tipust pontot. Legyenek
ezek Qs és Q¢ A QsQ: egyenes a PyP; ... P,_1 sokszog keriiletét két pontban metszi, jeloljik ezeket U-val és V-vel.
Ha ezek kozil az egyik, mondjuk U a sokszog P; cstucsa volna, akkor V' sziikségképpen a sokszog valamely P;Pj
oldalanak bels6 pontja lenne. Ekkor a P;P; P, haromszog a Qs és a (); pontokat is tartalmazna, fenti allitdsunkkal
ellentétben. Ha pedig U és V rendre a sokszog P, P; és P, P, oldalainak lenne bels pontja (feltehets, hogy P;, P;, Py
és P, ilyen sorrendben, egy konvex négyszog cstcsai), akkor H-nak Osszes pontja, amely a QsQ; egyenesre illeszkedik,
a P;P; P, P, négyszog belsejébe esne. Ez azonban lehetetlen, hiszen a fenti allitasbol konnyen levezethets, hogy ez a
négyszog H-nak pontosan két pontjat tartalmazza.

Ezzel a feladat megoldasat befejeztiik.

Megjegyzések. 1. Paros N esetén a keresett ponthalmaz létezésére indukcids bizonyitas is adhatd, amelyet csak
véazolunk. Tegyiik fel, hogy a Py P; ... P,,—1 konvex sokszoget, és annak @1, .. ., @,—2 belsé pontjait mar meghataroztuk
ugy, hogy semelyik 3 pont nem esik egy egyenesre, és minden P; P; P, hdromszog belsejébe pontosan egy ) pont esik.
Vegyiik fel a P, pontot agy, hogy PP ...P,_1P, konvex (n + 1)-sz6g legyen, semelyik P, P;P, 1 haromszog ne
tartalmazzon egyetlen (; pontot sem, tovabba P, ne legyen rajta egyik olyan egyenesen sem, amely az eddigi pontok
kozil kettére méar illeszkedik. |, Latszik”, hogy ezt mindig megtehetjiik. A szabatos bizonyitas megfogalmazasa azonban
egyaltalan nem magatol értet6ds. Ezek utan vegyiik fel a Q,,—1 pontot a P,—1 P; P, (0 < ¢ < n—1) haromszogek kozos
részeinek belsejében, ami éppen a P,_1 Py P, és P,,_1 P,,_2P,, haromszogek koz0s részének belseje. Ekozben vigyazunk
arra, hogy @Q,—1 ne essék egyetlen olyan egyenesre sem, amelyeket az eddigi pontok meghataroznak. A keletkezd
{Py, P1, ..., Py, Q1, ..., Qn_1} ponthalmaz konvex burka éppen a PyP; ... P, sokszog, és semelyik 3 pontja nem
esik egy egyenesre. Az indukcios feltevésbdl adodik, hogy a P; P; Py, belsejébe pontosan egy pont esik, ha n ¢ {i, j, k}.
A @,—1 pont konstrukcidja alapjan ugyanez elmondhaté a P,,—1 P, P; hdromszogekrdl is. Végiil tekintsiik barmelyik
P;P; P, haromszoget, ahol ¢ < j < n — 1. A P;P;P,,_1 P, négyszogbe, melyet annak P;P,_; atldja a P, P,_1P; és a
P, _1P; P; haromszogekre bont, az el6z6ek alapjan pontosan 2 pont esik. Ezek egyike a (), pont, amely a P,_1 P, P;
haromszog egyetlen bels6 pontja a tekintett pontok koziil. Ezért a masik pont sziikségképpen a P; P; P,_1 haromszogbe
esik, és oda mas pont nem is eshet (4. dbra).

2. Ha az n = 3 esetén felrajzolhato, lényegében egyértelmi konstrukciobol kiindulunk, és arra a fenti indukcio lépé-
seit alkalmazzuk, akkor az els6 megoldasban ismertetett konstrukciéhoz hasonlé pontrendszerhez jutunk. Felmeriilhet
az a gondolat, hogy lehetséges-e ,,geometriailag mas szerkezetd” ponthalmazokat is mutatni, amelyek a feltételeknek
szintén megfelelnek. Ilyen ponthalmazokat is képezhetnénk az indukcios eljards segitségével, ha nem ragaszkodunk
ahhoz, hogy a Py, P, ..., P, csicspontokkal rendelkezé konvex sokszog csicsai éppen ilyen sorrendben kovessék
egymast.

Az 5. dbrdn harom kiilonboz6 konstrukciot mutatunk N = 10 (n = 6) esetén.
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