A szamsikon az egész koordinataju pontokat rdcspontoknak nevezziikk. Megprobaljuk megmondani, hany racspont
van az origu koézéppontu, r sugarti korben. Ezt a szamot a tovabbiakban N (r) fogja jelolni.

Mivel altalaban egységnyi teriiletre esik egy racspont, azt varjuk, hogy N(r) koriilbeliil akkora lesz, mint a kor
teriilete, vagyis 7r2. Ez a gondolat az alabbi modon onthetd egzakt forméaba. Minden egyes racspont koré irjunk a
tengelyekkel parhuzamos oldalt egységnégyzetet. Ezek hézagtalanul lefedik a sikot. Ha koziiliik csak azokat tekint-
jiik, amelyek kozéppontja az r sugart korbe esik, ezek Osszteriilete éppen N(r). Mivel egy ilyen négyzet pontjainak

2 2
legnagyobb tavolsiga a négyzet kozéppontjatol g, a fenti alakzat benne lesz az origo koriili r + - sugart kor-
2
ben. Hasonlban, mivel a koron kiviili kdzéppontt négyzetek csak g mélységig tudnak a kdrbe benytlni, alakzatunk

tartalmazza az r — o3 sugart kort. Igy

2 2
w(r—@> gN(r)ﬁw(r—F?) ,

vagyis a A(r) = N(r) — mr? jeloléssel
1
(1.1) |A(r)| < V2rr + 5 <5or

Ez az érvelés alig hasznalt valamit a kor tulajdonsagaibol, és csipetnyi valtoztatassal szinte minden alakzatra
elmondhato. Vessiik ossze pl. a kort a koré irt, 2r oldali négyzettel. Ennek teriilete 472, és azon racspontok vannak
benne, amelyek koordinatai 0, +1, £2, ..., +[r], szamuk (2[r] +1). A teriilet és a racspontok szama kiilonbsége ekkor

A*(r) = (2[r] + 1)* —4r? =4r(1 - 2{r}) + (1 = 2{r})%

Mivel r 0 és 1 kozott valtozik, (1 —2{r}) barmi lehet —1 és 1 k6zott, A*(r) pedig —(4r — 1) és 4r+ 1 kozott van, a fels6
hatart néha (r egész értékeinél) felvéve, az alsot csak megkozelitve. Ilyen altalanos gondolatmenettol tehat lényegesen
jobb eredményt nem véarhatunk.

Annak okat, hogy a négyzetnél ekkora eltérés lehet a teriilet és a racspontok szama kozott, abban vélhetjiik fellelni,
hogy amikor r athalad egy egész szdmon, a racspontok szama egyszerre 8r-et ugrik. Szemléletiink azt sugallja, hogy
a kor ilyen disznosagot nem csinal. A korvonalra esd racspontok szama, vagyis azon (x, y) egész szampérok szama,
amelyekre

(1.2) 2?4 y% =72
felirhat6 képlettel, mégpedig az alabbi modon. Ilyen pont persze csak akkor van, ha r? = n is egész szam. Bontsuk fel

n-et primtényezékre, kiilonvalasztva a 2-t, a 4k + 1 és 4k — 1 alakt primeket:

by c1

n:2“pl1’1...pk @t p; =1 (mod 4), g; = 3 (mod 4).
E jelolésekkel az (1.2) egyenlet megoldasainak szama, o(n) = 0, ha a ¢; szdmok kézott van paratlan, és
(13) Q(TL) e 4(b1 + 1) ce (bk + 1),

ha az Gsszes ¢; paros. Err6l a o(n) mennyiségrol belathato, hogy nemesak r = y/n-nél lesz kisebb, de n akarmilyen kicsi
pozitiv kitevGjld hatvanyanal is, ha n elég nagy. Ha tehéat csak ezen mulna, A(r) lehetne kisebb, mint r* akérmilyen
kicsi pozitiv e-nal.

A valosag kevésbé idilli; be lehet latni, hogy

[A(r)]

(1.4) lim sup =00

\/F

A tovabbiakban megmutatjuk, hogyan lehet elemi geometriai eszkozokkel (kihasznalva, hogy a kor nem szogletes)
tallépni (1.1)-en, és belatni, hogy

(1.5) |A(r)] < Cr?/3
alkalmas C' konstanssal.
2. Bizonyitas

A tovabbiakhoz bevezetjiik az alabbi konvenciot: ¢, indexszel vagy anélkiil, pozitiv konstanst jelol (amelyet kisza-
molhatnank, de nem tessziik); a ,van olyan pozitiv ¢, hogy" szavakat tehat elblicceljiik.



A racspontok alabbi tulajdonsigai, amelyeket hasznélni fogunk, fellelhet6k az Erd&s—Suranyi konyv 4. fejezeté-
ben[]Erdss Pdl, Suranyi Janos: Valogatott fejezetek a szdmelméletbél, Polygon konyvtar, Szeged, 1996.

Ha egy egyenesen legalabb két racspont van, akkor mar végtelen sok van, és ezek egyenl6 tavolsdgban kovetik
egymast (az ilyen egyenes neve rdcsegyenes). Ha ez a tavolsig v, akkor az egyenessel parhuzamos racsegyenesek
egymést — tavolsagban kovetik.

v

Rdcssokszogek azon egyszer sokszogek, amelyeknek minden csticsa racspont. Ezek teriilete és a benniik 1évé
racspontok szama kozott az alabbi kapcsolat van:

H
(2.1) T=B+5 -1,

ahol T a teriilet, B a sokszog belsejében, H pedig a hataran 1évé racspontok szama.
A (2.1) képletet irjuk fel a korben lévs legnagyobb racssokszogre, vagyis a kirben lévé rdcspontok konvex burkdra.
Tegyiik még hozz4, hogy a keresett szam
N(T’) = B + Ha

és a kor teriilete
ar? =T+T,
ahol T" a sokszdg és a korvonal kozti sav teriilete. A fentiekb6l

A(T):g—l—l—Tl;

(1.5) bizonyitasahoz tehat elég belatni, hogy
H < e1r¥3(2.2)sT' < ¢9r?/3.(2.3)

A tovabbiakban bebizonyitjuk (2.2)-t, és vazoljuk (2.3) bizonyitasat. Legyen k a sokszog oldalainak szama. Egy
oldalt a rajta levs racspontok egyenls szakaszokra osztanak; legyen n; az i-edik oldalon levé szakaszok szama (tehat
n; — 1 bels pont van az oldalon; ha csak a két csticspont van, akkor n; = 1). A két szomszédos osztopontot 6sszekotd
vektor legyen ¥;, ennek hossza v;; az oldal hossza tehat n;v;, (1. dbra) a sokszog keriilete pedig

(2.4) Znivi < 27r

(mieért is?).

Az oldalegyenes altal meghatarozott har hossza legyen I;, a (kisebbik, a sokszogon kiviil es§) korszelet magasséga
pedig h;. Az [; hossza hurt a racspontok n; + 2 részre osztjak, amelyek koziil a kozépsé n; hossza v;, a két széls6é
kisebb, igy

(25) nv; <l < (m + 2)’01' < 3n;v;.

A tovabbiakban az i indexeket altalaban elhagyjuk.
Eddig nem hasznaltuk ki, hogy nem akarmilyen racssokszog van a korben, hanem a lehet6 legnagyobb. Ezt pedig igy
tehetjiik meg. Huzzuk meg az oldallal parhuzamos szomszédos racsegyenest, mégpedig a kor kdzéppontjatol tavolabbit

1
(2. dbra). Ennek tavolsaga az oldalegyenest6l —. Ha h > —, akkor ez metszi a kort, és egy olyan korszeletet vag le,
v v

amelynek magassaga
1
h' =h-—-.

A hir hossza Piithagorasz tételébdl szamolhato:

(2.6) = (§)+ (r —h)? = (g)+ (r— WY,

tehat
R 1 2r
1 = -0 -@r-h*=h-h")2r—h—h)=—=2r—h—-h)<=—.
v v

Szamolas nélkiil is észrevehetjiik viszont, hogy I’ < v, hiszen a racspontok egymast v tavolsagban kovetik, és erre a
hdrra nem jut racspont. Emiatt

(2.7) Py o2 8
v v

1x



1
Ha h < —, akkor ez az egyenes a kort nem metszi. (2.7) ekkor is igaz, mert
v

P =4 (r? () = an(r ) < 8rh <
v

Mivel [ > nv, ezért (2.7) azt adja, hogy

8
(2.8) (n? — 12 < 2.
v
Innen
8r
2

Foglalkozzunk elGszor azokkal az oldalakkal, ahol v < 2rl/3, Ttt (2.9)-ben az elsG tag a nagyobb, és igy n? < —

4’[”1/2
Legyen
H, = Z ni;
v; <2r1/3
ekkor tehat
(2.10) Hy<4yr > o <ayer S 032
v; <2rl/3 v<2rl/3
ahol a masodik Gsszegzés az Osszes legfeljebb orl/3
iranyaba mutatnak.

167
3’

hosszu vektorra kiterjed, nemcsak azokra, amelyek valamelyik oldal

Egy ilyesféle 6sszeget igy lehet becsiilni. Legyen az 6sszegzés hatara a (most tehat a = ort/ %), Nézziik el6szor azokat

a vektorokat, amelyek hossza 3 < v < a. Ezek szama legfeljebb annyi, mint az origotél kiillonbdzé racspontok szama

az origo koriili a sugart korben, tehat kisebb, mint cza® (most a legdurvabb becslés is elég nekiink), egy dsszeadandé

a

—3/2
pedig kisebb, mint (5) , ez a részosszeg tehat kisebb, mint c4v/a. Ezt a becslést a helyett elvégezziik az g,

a .. .
— szamokra, amig csak % < 1 nem lesz, és az eredményt Gsszeadjuk:

Y
Zv‘gﬂ < C4i\/g: c54/a.
i=1

Ezt (2.10)-be helyettesitve
H; < Cg\/’l_”\/ ri/3 = 067"2/3.
A v > 273 esethez tartozé Ho dsszeget pedig (2.4)-b6l becsiilhetjiik azonnal:
L 13 2/3
Hy = Z ni§§r Znivigwr .
v >2r1/3

H,y és Hs becslését Osszeadva (2.2)-t belattuk.
Foglalkozzunk most T” becslésével. Egy korszelet teriilete

t; < llhz,

a korszeletek lefedik (atfedéssel) a sokszog és a korvonal kozti savot, tehat

T < Zti < lehz
h és | koz6tt kapesolat van: Plithagorasz (2.6) alatt felirt tételébol

2 2
i2r—h) S @

3
Tehat t < hl < r_, és (2.5) miatt 1 < 3nv, ezért végiil
T

n3v3

2.11 t .
( ) <cr ,

a

Z,...,



Ha v < 2n'/3, akkor az n < 4r'/?v%/? egyenlGtlenség miatt t < con, Ggyhogy az ehhez az esethez tartozo teriiletek
osszege < coB < c1or?/®.

A hatralevs eset — azon szeletek teriiletét becsiilni — ahol v nagy, komplikaltabb az eddigieknél. Mindenesetre (2.9)-
b6l latszik, hogy n = 1, de t nem lesz altalaban korlatos. Ha pl. r alig nagyobb egy n egész szamnal, n® < 72 < n? +1,
akkor az (n, 0) pontot az (n -1, [\/ 2n —1 ) ponttal egy kb. V/2n hosszi oldal kéti Ossze, amely egy v/n nagysagrend
szeletet jelent. Ez az oldal ,kozel fligg6leges"; be lehet bizonyitani, hogy altaldban azok a hosszi oldalak, amelyeken
csak a két csicspont van, kozel parhuzamosak egy kicsi vektorral. Ezt csak felszinesen vazoljuk, a szamitasok elvégzése
nélkil.

1
Mivel v nagy (> 2r'/3), 1 > v is nagy és h ~ [2/r nagy —-hez képest. Ekkor a szomszédos racsegyeneshez tartozo
v

I’ har alig révidebb [-nél. Mivel pedig rajta a racspontok v < [ tavolsagra vannak, a hir két oldalén levs racspontok a
korvonaltol legfeljebb [ — I tavolsagra vannak (3. dbra). Errél kiszamolhato6 (ajra Piithagorasz tételével), hogy kisebb,

o
mint ¢c—. A két csucspontbol ehhez a két racsponthoz vezeté o vektornak ¢ irdnyu komponense tehat legfeljebb
02

1
ekkora, a r4 mer6leges komponens pedig pontosan —, joval kisebb. Ez a ,koézel parhuzamos" kicsi vektor (az abra
v

erdsen torzit).
3

. [T v .. . . R
Mivel v < ¢4/ — és t < c—, ezért t < c——. Ez ugyanarra az Osszegre vezet, amit mar egyszer kiszamitottunk;
w T

w3 /2
a baj csak az, hogy egy w vektor tobbszor is elofordulhat. Némi fejtoréssel bizonyithatd, hogy nemcsak egy korszelet

-
tertilete becsiilhetd — 72 ——=-nel, hanem az adott w-hez tartozd Osszes korszeletek teriileteinek Gsszege is.
w

3. Megjegyzések

1. Az (1.3) képlet bizonyitasa megtalalhato pl. a Turan—Gyarmati jegyzetberEGyarmati Edit: Szamelmélet, Nemzeti
Tankonyvkiad6 (ELTE-jegyzet). Ez a képlet mutatja, hogy o(n) < 47(n), ahol 7 az osztok szdma. 7(n) < n® nagy
n- reEl Erdds Pdl-Surdnyi Jdnos: Valogatott fejezetek a szamelméletbdl, Polygon, Szeged, 1996. 8. fejezet X. tétel.

2. (1.4)-nél tobb is igaz, éspedig
lim sup M = o0, lim inf Alr) =
vr vr
Az els6 eredmény G. H. Hardytol szarmazik 1915-b6l, a masodik A. E. Inghamtsl 1940-b6l. Azota mindkét tételt
némileg erdsitették, mégpedig a nevezdbe betettek egy-egy végtelenhez tarté fiiggvényt (logr hatvanyat).

3. A kiindul6 r-es becslés Gausstol szarmazik; az 72/3-os javitas Sierpiniskitsl 1906-bol. W. Sierpiniski bizonyitasa

hosszi; tobben készitettek egyszerd bizonyitast, rendszerint tobbé-kevésbé analitikus moédon.

46
Az 12/3-0s becslés javitasaval sokan kiiszkddtek, egy-egy hajszalnyit csokkentve a kitevon. A rekord -3 ~ 0,630137.

|A(r)]

- 1 1
Altaldban azt sejtik, hogy az igazsag > vagyls —— barmely ¢ > 3 kitevére korlatos. Ez iranyban ismert, hogy A(r)
r

,Tendszerint" nem nagyobb, mint v/r abban az értelemben, hogy

R
/A <CR2
0

A(r)

r2/3

Ez az eredmény E. G. H. Landautol szarmazik.

Az itt leirt bizonyitasnak r?/3 a természetes hatara. — 0 bizonyitasa elképzelhets volna Ggy, hogy belatjuk,

/

H
hogy roTE — 0 és pETE — 0; ezek viszont nem igazak, s6t az sem, hogy

H LN

s}

valamely a konstanssal. H és T’ kozott tehat nemtrividlis kapcsolat van, amelynek jellegérsl nem tudunk semmit.

4. Lehetséges, hogy @ nagy pozitiv és negativ kilengései mashogy viselkednek. Mindenesetre a pozitiv és negativ
becslések bizonyitasa gyakran mésmilyen és nem is ugyanolyan erések. A mi bizonyitdsunkban is, amikor belattuk
(2.2)-t, ezzel mar megkaptuk, hogy A(r) < er?/3 | mig az also becslés tovabbi kinlodéssal jar.

Ruzsa Z. Imre
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