Escher siklefedési kisérletezései soran felfedezett egy matematika tételt. Egy derékszogd, 3, 4 és 5 egység oldala
haromszoghdl elkészitette az itt lathaté nyomoémintat. Ennek segitségével kiilonbozé érdekes mintékat kapott, ilyen
lathato az els6 boriton.

A haromszog latvanyos mintajat ugy kapta, hogy felosztotta a megfelelg oldalakat 3, 4, illetve 5 egyenls részre.
A szemkozti osztopontokat Osszekototte egymassal és a csicsokkal. Esetenként e szakaszok koziil harom egy pontban
metszette egymast.

Ez a felfedezés inditotta Eschert altalanos haromszogek szemkozti osztopontjait Osszekotd szakaszok moédszeres
vizsgalatara.

2. dbra

Escher tételének 17 esete

Mit allit a tétel?

Escher tételét a kdvetkez bekezdésben fogalmazzuk meg, ahol mind a 17, egy ponton atmend szakaszharmast
megadjuk. Ezekben az esetekben a harom szakasz nemcsak egy ponton megy at, hanem az 6sszekdts szakaszokat a
metszéspont ,szép” ardnyban osztja. Az 1. dbra a 15. esetnek megfelels felosztast mutatja, ahol a harom 6sszekotGsza-
kasz egymast az S pontban metszi, az aranyok pedig AS : SD=3:1,BS:SE=1:1ésCS:SF=3:7.

A tétel

Escher eredeti megfogalmazasa a kovetkezd:

Tétel. Egy tetszdleges haromszog eqy tetszdleges oldaldt 5, eqy mdsik oldaldt 4, a harmadik oldaldt 3 egyenld részre
osztjuk. Az osztopontokat egymdssal és a cstucsokkal Gsszekiotd szakaszok kézott taldlhato 3 olyan Osszekotd szakasz,
amely egy ponton megy dt, €s a metszéspont ugy osztja két részre ezeket a szakaszokat, hogy az osztdsi arany kis egész
szamokkal kifejezhetd.

Osszesen 17 olyan eset van, amikor 3 szakasz 1 ponton megy at.

I. csoport: (1-2. eset) a 3 szakasz a 3 cstcsbol indul.

IL. csoport: (3-6. eset) 2 szakasz indul cstacsbol.

III. csoport: (7-14. eset) 1 szakasz indul cstacsbol.

IV. csoport: (15-17. eset) egyik szakasz sem indul csticsbol.

Megjegyzés: a 4., 5., 13. eset metszéspontjai egy egyenesre esnek, amelynek a haromszogbe es6 szakaszat 4 egyenls
részre osztjak.

Bizonyitas helyett

Igy sz6l Escher megfogalmazasaban a tétel. J6 lenne, ha barmely harom 6sszekits szakasz 1 ponton menne at, de
ez természetesen nincs igy. Escher 17 esetet talalt, és ezeket rendre megadta, amint ezt lathattuk.

Hogyan jott ra erre az Osszefiiggésre? Rajzolt egy tetszdleges haromszoget. Berajzolta az dsszes 0sszekots szakaszt,
a vonalak rengetegébdl kisziirte, mely szakaszok mehetnek at egy ponton és melyek nem. Ahogy pontosabban is
megrajzolta, latta, mely szakaszok nem mennek &t egy ponton. De azt, hogy azok, amelyek egy ponton latszanak
atmenni, val6ban egy ponton mennek is 4t, Escher nem bizonyitotta be. (Jan Aarts bizonyitasa (15 esetre) megtalalhato
a Pythagoras cimi lap honlapjin: www.wins.uva.nl/misc/pythagoras .)

A K6MalL olvasok is megprobélkozhatnak a bizonyitassal.

Tovabbi kérdések

Ha a haromszog oldalait nem 3, 4, illetve 5 egyenld részre osztanank, hanem mas aranyban (pl. 2, 3 és 5 vagy 2, 4,
5 egyenls részre), vajon hany szakaszharmas menne at egy ponton? Probaljuk meg ezeket az eseteket is megvizsgalni.

(Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy specidlisan a 2, 2, 2 részre valo felosztas esetén a sulyvonalakat és a kozépvonalakat
kapjuk.)

Chris Zaal, Pythagoras
(Forditotta: Fried Katalin)
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5. eset
AS:SD=1:1
BS:SE=3:5
CS:SF =4:1
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6. eset
AS:SD =38:1
BS:SE=4:5
CS:SF=1:2
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9. eset
AS:SD =4:1
BS:SE=2:3
CS:SF=9:16

E
D
ZQ
C

Q

Q




D
F
A B C
12. eset
AS:SD =3:4
BS:SE=2:5
CS:SF =9:5
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13. eset
AS:SD=1:1
BS:SE=1:5
CS:SF =3:5
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14. eset
AS:SD =4:5
BS:SE=1:5
CS:SF=1:2







