A William Lowell Putnam nevét visel6 matematikaverseny 1938-ban indult. Az Egyesiilt Allamok és Kanada
féiskolain és egyetemein minden évben megrendezik. A névado az egykori harvardi didk 1921-ben cikket irt az iskola
folydirataba, amelyben egy féiskolak kozotti szellemi vetélkedés elényeire hivta fel a figyelmet. Haldla utan dzvegye
hozta létre a William Lowell Putnam f6iskolak k6zotti emlékalapitvanyt. Az els6 versenyt angol nyelvbdl rendezték, és
csak par évvel késébb indult matematikabol. Az 6zvegy 1935-ben bekovetkezett haldla 6ta az Amerikai Matematikai
Tarsulat szervezi a vetélked6t.

Résztvevs lehet minden Egyesiilt Allamokbeli és kanadai egyetemi és fgiskolai hallgato, aki még nem szerezte meg
a diplom4jat, de minden didk Osszesen csak négy alkalommal vehet részt ezen a versenyen.

Erdekes a verseny lebonyolitasinak rendje: Harom f6s csapatok indulnak, de minden versenyz6 egyénileg irja a
dolgozatat. Két részbdl all a verseny, mindkett§ harom o6ras, kozotte két ora sziinettel. Minden varosban egyszerre
kell megirni, ezért a kontinens idGeltolodasait is figyelembe vevd altalanos idGbeosztast készitettek. A tavaly december
6-an megrendezett Putnam versenyen Magyarorszagon tanulé amerikai didkok is résztvettek a szigoru szabalyoknak
megfelelGen.

A legutobbi tiz évben a Harvard és a Duke Egyetem csapatai felvaltva nyertek. A tavalyi versenyen az els§ 6t
helyzett a Harvard, a Duke, a Princeton, a Massachusetts és a Washington egyetem volt. Az els helyezett csapat dija
25 000 dollar és minden csapattag kiilon 1000 dollart kap.

A mult évi versenyen egy Amerikaban tanulé magyar didk, a K6Mal matematika és fizika pontversenyeibdl mar
jol ismert Katz Sandor dicséretben részesiilt.

Az 58. William Lowell Putnam matematikaverseny feladatai, 1997. december 6.

Al. A HOMF téglalapban HO = 11 egység, OM = 5 egység. Egy ABC héaromszogben a magassagvonalak
metszéspontja a H, a koriilirt kérének kézéppontja az O, a BC szakasz felez6pontja az M, az A-bol huzott magassag
talppontja az F'. Milyen hosszt a BC szakasz?

A2. Egy kerek asztal koriil n jatékos iil, mindegyiknek van 1 pénzérméje. Az elsG jatékos atad 1 pénzérmét a
masodik jatékosnak, aki ezutén &tad 2 érmét a harmadiknak. A harmadik jatékos ismét 1 érmét ad a negyediknek, aki
megint 2-t ad az 6todiknek. Es igy tovabb, a jatékosok felvaltva 1 vagy 2 érmét adnak at a kovetkezs olyan jatékosnak,
akinek még van pénze. Akinek elfogy a pénze, az kiesik a jatékbol. Keressiink végtelen sok olyan n szamot, amelyre
valamelyik jatékos birtokaba keriil mind az n pénzdarab.

A3. Szamitsuk ki az integral értékét:
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AA4. Legyen G egy csoport, e az egységeleme, és ¢ : G — G olyan fiiggvény, amelyre

©(91)p(92)¢(93) = w(h1)p(h2)p(hs)

teljesiil, valahényszor ¢g1g293 = e = hihaohs. Bizonyitsuk be, hogy létezik G-nek egy olyan a eleme, amelyre a ¥ (x) =
ap(z) leképezés homomorfizmus. (Azaz ¢ (ry) = ¥ (x)y(y) minden z, y € G-re.)
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A5. Jelolje N,, az olyan (a1, ag, ..., ay) pozitiv egész rendezett n-esek szamat, amelyekre — + —+---+ — = 1.
aq a9 a
Hatarozzuk meg, hogy Njg paros-e vagy paratlan. "
A6. A pozitiv egész n és tetszbleges ¢ valos szamra definidljuk xp-t a kovetkezs rekurzioval: zg = 0, 1 = 1, és
minden k£ > 0-ra
crry1 — (n—k)xy
k+1
Rogzitslik az n-et, és tekintsiik azt a legnagyobb c értéket, amelyre x,41 = 0. Adjuk meg xx-t n és k fiiggvényében
(1<k<n).
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B1. Jelolje {z} az x valos szamnak a legkozelebbi egész szamtol valo tavolsagat. Tetszbleges pozitiv egész n-re

hatarozzuk meg az
6n—1
m m
5= o ({2} {50)

értéket. (min(a, b) jeloli az a és b minimumat.)

B2. Legyen f egy kétszer differencialhato valos értékd fiiggvény, amelyre teljesiil az

f@) + f"(x) = —xg(x)f'(z)



egyenldség, ahol g(x) > 0 minden valos a-re. Bizonyitsuk be, hogy | f(z)| korlatos.
n 1 .
B3. Tetsz6leges pozitiv egész n-re irjuk fel a Z — Osszeget Pn alakban, ahol p,, és g, relativ prim pozitiv egészek.
m q

m=1 n

Hatarozzuk meg az Gsszes olyan n-et, amelyre a ¢, nem oszthaté 5-tel.

B4. Jeldlje az (1 + = + %)™ hatvanyban az x" egyiitthatoit a,, ,. Bizonyitsuk be, hogy minden & > 0 esetén
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B5. Bizonyitsuk be, hogy minden n > 2-re

B6.

Egy haromszog feldarabolasakor képezziik az Osszes olyan pontpar tavolsagat, amelyek ugyanazon részbe esnek. A
kapott tavolsagok halmazanak legkisebb fels§ korlatjat nevezziik a feldarabolas dtmérdjének.

A 3, 4, 5 oldala derékszogi haromszog abra szerinti feldarabolasaban példaul az ,,atmeérs” 5/2.

Mennyi a lehet6 legkisebb ,,atmérs”, amelyet e haromszog 4 részre darabolasaval kaphatunk?
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