1. Ismeretes, hogy ha A > 0 és B > 0, akkor A + B > 2V AB. Ezt alkalmazva
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Az egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha a = b = c.

2. a) Az allitas teljes indukcioval igazolhat6. Ha n = 1, akkor igaz az allitas, mert S; = 1-2 =10+ (3—5)-22 = 2.
Tegyiik fel, hogy n-re igaz, azaz S, = 10 + (3n — 5) - 2", Be kell latnunk, hogy (n + 1)-re is igaz, azaz hogy

Spy1 =10+ (3(n+1) = 5) - 2" =10 + (6n — 4) - 2"1.
Ez is fennéll, hiszen
Spi1=Sn+Bn+1)—2)- 2" =104+ (3n—5)- 2" + 3(n+1) —2) - 2" =10 + (6n — 4) - 2",

Igy az allitast igazoltuk.
b) Eszrevehets, hogy S/, k-adik tagja 2¥-nal nagyobb az S,, k-adik tagjanal. Ezért

S =8, +(2+22 422+ +2") =85, +2(2" —1) =8+ (3n —4) - 2"L,

1 b b
3. a) Ismeretes, hogy a haromszog teriilete T = §ab sin~y és ¢ = 2rsin-y, tehat T = %, azaz = F

r 4T
T 1 bc T 3ab
Mivel o = —, ahol s = =(a + b+ ¢), azért ha ac = 6rp, akkor ac =6 - oe #, amibél a + b+ ¢ = 3b,
s 2 AT s  a+b+c
a+c=2b,a—b=>b—c, azaz a, b, c valéban egy szdmtani sorozat harom szomszédos eleme.

b) Legyen a, b, ¢ egy szamtani sorozat harom szomszédos eleme. Ekkor a + ¢ = 2b, ezért

abe 2T abe
Oro=0 o aivre Pm

4. a) Legyenzﬁ:a,B?:b,C"ﬁzcésD—zl:d. Vilagos, hogy a+b+c+d=0.

AB-CD+ BC-AD +CA-BD = ac +b(—d) + (c + d)(b +¢) =

ac—bd+bc+c?+bd+ecd=cla+b+c+d)=0.

b) A feltétel szerint AB 1 CDés AD L B?, ezért skalaris szorzatuk nulla, azaz ac = 0, és hasonléan (—d)b = 0.

—
Azt kell belatni, hogy CA L BD. Mivel CA = c+d és BD = b+c, ezért elegendd belatni, hogy (c+d)(b+d) = 0.
Ez pedig teljesiil, mert

(c+d)(b+c)=cb+c*+db+dc=c(b+c+d)=c(-a)=0,

hiszen db=0,b+c+d = —aés ca=0.

c) A b) feltétele szerint, ha a D pont rajta van a C-bol és az A-bol indulé magassagvonalon, akkor a bizonyitott
allitas szerint rajta van a B-bdl induldé magassédgvonalon is, tehat az ABC haromszig magassagvonalai egy pontban
metszik egymast.
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