Egy geometriai feladatpar

Legyen adva az S sikon harom pont, A, B és C, melyek egy hegyesszogd haromszoget alkotnak. A pontokkal
kapcsolatban keét feladatot fogalmazunk meg, és célunk a két feladat kapcsolatdnak vizsgélata.
1. feladat: Keresends az a D pont, amelynek Gssztavolsaga az adott pontoktol, azaz az AD + BD + CD 0sszeg,
minimalis. A feladat formalisan az alabbi méddon irhato le:
(1) min AD + BD + CD.
DeS
2. feladat: Fektessiink 4t az A, B, C pontokon egy-egy egyenest tgy, hogy a keletkezd A’ B'C’ haromszdg szabalyos

legyen. Keresend6 az Osszes ilyen haromszog koziil az, amelyiknek legnagyobb a magassiga. Jeldlje h(A'B'C’) a
haromszog magassagat. Ekkor a feladat formélisan felirva a kovetkezs:

(2) max h(A'B'C).
A’B'C’ szabdlyos A

Megjegyezziik, hogy nem teljesen nyilvanvald, hogy a feladatoknak van optimélis megoldasa, azaz van olyan D
pont, illetve A’ B’C’ haromszdg, amelyre a keresett magassag maximalis, illetve minimaélis, de az optimalis megoldasok
létezését be fogjuk bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy az ABCA legkisebb szbge, ha tobb ilyen is van, akkor az egyik ilyen, a B cstiicsnal van. Vegyiink
fel az A ponton keresztiil egy olyan e egyenest, amelynek B és C ugyanazon az oldalan fekszik. Ez lesz az A’B'C'A
els6 oldalegyenese. Ekkor egyértelmtien meghatarozott az a két, e; és es egyenes, amely keresztiil megy a B ponton, és
az e egyenessel 60 fokos szoget zar be. Azt allitjuk, hogy az A és C pont a két egyenes koziil legalabb az egyik esetében
az egyenes ugyanazon oldalan fekszik, megengedve azt is, hogy A és C rajta legyen az egyenesen. Ha ugyanis nem igy
volna, akkor A és C az ey és ey altal alkotott két cstcsszogpar egyikének két kiilonbozs szogtartoméanyanak belsejében
volna, ami azt jelenti, hogy az ABC' szdg nagyobb 60 foknal, ami lehetetlen, hiszen igy az ABC/A szgeinek Osszege
nagyobb volna 180 foknal (1. dbra). A keresett A’ B’C’ A masodik oldalegyenesének e és e koziil azt valasztjuk tehat,
amelynek ugyanazon oldalan fekszik A és C. Ekkor a haromszog harmadik, C-n keresztiil mené egyenese egyértelmiien
meghatarozott. Mivel a kiindulasul szolgald e egyenest végtelen sokféleképpen lehet felvenni, ezért a (2) feladatban a
maximumot egy végtelen halmazon keressiik.

Az ABCA oldalegyenesei hét részre osztjak fel az S sikot. A haromszog maga egy ezek koziil, harom egy-egy szoge
csucsszogének szogtartoméanya, mig tovabbi harom szogeinek szogtartomanyabol az a rész, amely a haromszogon kiviil
fekszik. Tegyiik fel, hogy a D pont az A cstcsnél fekv szog csucsszogének tartomanyaban van (2. dbra). Ekkor a
BAD sz6g legalabb akkora, mint a BAC sz0g kiegészits szoge, tehat a BAD szog tompa szdg. Innen az adodik,
hogy a BADA BD oldala nagyobb, mint a BA oldal. Hasonloképp a C'AD haromszogben C'A révidebb, mint C'D.
Tehat a D pont helyett elénydsebb az A pontot vélasztani, hiszen AA + BA+CA = BA+ CA < AD + BD + CD.
Tegyiik most fel, hogy a D pont az A cstcsnal fekvs szog szogtartomanyanak a haromszogon kiviil esé részében van.
Legyen E az AD szakasz metszéspontja a BC oldallal. Az AEB és AEC szogek koziil az egyik legalabb derékszog.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ez az AEB szdg. Tehdat a CED szog is legalabb derékszog,
igy a CEDA leghosszabb oldala C'D. Innen mar megmutathatd, hogy az E pont jobb valasztas, mint D. Ugyanis
AD+BD+CD = AE+ED+BD+CD > AE+ED+BD+CE > AE+EB+CE. Az utolso lépésben az EBDA-re
vonatkozd A-egyenl6tlenséget hasznaltuk fel. Tehat az 1. feladathoz tartozé optimélis D pontot az ABC/A-ben kell
keresni.

Az alabbiakban bebizonyitunk két tételt a feladatparra vonatkozdan. A tételek tipikusak abban az értelemben,
hogy valahanyszor dualitasrol beszéliink valamely feladatpar esetén, akkor ugyanilyen szerkezetd tételeket igyeksziink
bizonyitani.

1. tétel: Legyen az ABCA hegyesszogt, és ennek egy tetszSleges pontja D. Legyen A’'B'C’ egy tetszéleges olyan
szabalyos héromszdg, amelynek oldalegyenesei atmennek az A, B és C pontokon. Jellje h(A'B'C’) a héromszig
magassagat. Ekkor

(3) hA'B'C"Y < AD + BD + CD.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az A, B, C pontok rendre a B'C’, C'A’ és A’ B’ oldalakon vannak.

A szabalyos haromszog teriiletét egyértelmiien meghatarozza a magassidga, minél nagyobb a magassig, annél na-
gyobb a teriilet. Az A’B’'C’A-et a D pont az A'B’D, B'C’ D és C' A’ D haromszdgekre bontja, tehat az el6bbi teriilete az
utobbiak teriileteinek 6sszege. A DC, DA és DB szakaszok legaldbb akkorak, mint az utobbi haromszégek magassagai.
Felhasznélva, hogy az A’ B'C’' /A szabalyos, teriiletére a kovetkezd becslést kapjuk.

Tponn = %—A/ Bh(ABC) < %—A’B’(E +BD+CD).

Innen A’B’-vel val6 osztas utjan adodik az allitas.



2. tétel: Legyen az ABCA hegyesszogt az S sikon. Legyen A'B’'C’ egy tetszdleges olyan szabalyos haromszog,
amelynek oldalegyenesei atmennek az A, B és C pontokon. Jelolje h(A’B’'C’) a haromszdg magassagat. Ekkor

(4) max h(A’B'C") = min AD + BD + CD.
A'B'c’ szabélyos A Des

Bizonyitas: A fentiek szerint elegendd csak a haromszogbe es6 D pontokat Vizsgé,lnLAz eldz6 tételbol kovetkezik,

hogy ha talalunk egy D pontbol és egy A'B'C' A-bél all6 part, amelyre h(A'B'C’) = AD + BD + CD teljesiil, akkor
a D pont az 1. feladatnak, az A’B'C’ haromszog a 2. feladatnak optimélis megoldasa. Ugyanis a (3) egyenlGtlenséget
alkalmazva az adott esetre azt kapjuk, hogy barhogy is valasszuk meg a D pontot és az A'B'C’ haromszoget, a
haromszog magassaga nem lehet nagyobb, mint AD + ED + CD. Tehét ha egyenld vele, akkor a lehetd legnagyobb,
azaz maximalis. Hasonléan okoskodva az AD + BD + CD Osszeg esetében azt kapjuk, hogy ha az egyenldseg teljesiil,
akkor az 0sszeg értéke a lehets legkisebb, azaz minimalis. Ilyen par pedig létezik, valasszuk ugyanis a D pontnak azt,
ahonnan az ABC/A mindharom oldala 120 fok alatt latszik. (Ez a pont megkaphato, mint az AB és AC oldalak folé
irt megfelels 1atokorok metszéspontja.) Az A’ B'C'A-et pedig azok az egyenesek alkotjak, amelyek az AD, BD, CD
szakaszokra rendre az A, B, C' pontokban merélegesek. Ezért felhasznélva a haromszog szabalyos voltat nyerjiik, hogy

Tameonn = % (B x D + B'C" x AD + O'4' x BD) = %—A’B’ (CD + AD + BD) .

Masfeldl tudjuk, hogy
1—
TA/B’C'A = §A/B/h(A/B/O/).

A két egyenlGtlenséget egybevetve azonnal adodik a kivant allités.

Dualis feladatparok altalaban

optimalizélasi feladat. Egy optimalizalasi feladat mindig valamilyen matematikai obJektumokra vonatkozik. Ezek az
1. feladat esetében pontok, a 2. feladatnal haromszogek voltak. Az optimalizalasi feladat két részbdl all: egyrészt felté-
telekbdl, amelyeket a feladatban szerepld objektumoknak ki kell elégiteni, masrészt egy célfiiggvénybdl, amely értékeli
az objektumokat. A feladat abban all, hogy a feltételeket kielégits objektumok koziil a célfiiggvény szerinti legjobbat
talaljuk meg, ha ilyen egyaltalan létezik, és legalabb egyet, ha tobb legjobb is létezik. Az utobbi esetben természe-
tesen mindegyik legjobbhoz ugyanaz a célfiiggvényérték tartozik. A feltételeket kielégité objektumokat megengedett
megolddsoknak, a legjobbakat pedig optimalis megolddisoknak nevezzik. Az 1. feladat esetén a megengedett megolda-
sok azok a pontok voltak, amelyek az ABCA-gel egy sikban fekszenek, a 2. feladatban pedig azok a haromszogek,
amelyek szabalyosak, és oldalegyeneseik atmennek az A, B, C pontokon. Az optimalis megoldas az 1. feladat esetén az
a pont, amelynek az Ossztavolsidga az A, B, C pontoktol a legkisebb, a 2. feladatban pedig az a haromszog, amelynek
magassiga a legnagyobb.

Els6 tételiink azt mondta ki, hogy a minimalizalasi feladat barmely megengedett megoldasdhoz tartoz6 ezen fel-
adatbeli célfiiggvényérték legalabb akkora, mint a maximalizaléasi feladat barmely megengedett megoldasihoz tartozé
célfiiggvényérték az utobbi feladatban. Ha egy maximalizalasi-minimalizélasi feladatparra egy ilyen allitas teljesiil, ak-
kor a maximalizalési feladatot primdl, feladatnak, a minimalizalasit pedig a dudlisanak mondjuk, a tételt pedig gyenge
dualitdsi tételnek nevezziik. Innen természetesen azonnal kovetkezik, hogy a minimalizéalasi feladat célfiiggvénye leg-
alabb akkora, mint a maximalizalési feladaté. Erds dualitdsi tételrél akkor beszéliink, ha azt is sikeriil bebizonyitani,
hogy az optimalis célfiiggvényértékek egyenlék. Esetiinkben ez volt a 2. tétel. Ha egy feladatpérra csak a gyenge duali-
tasi tétel igaz, de az er6s nem, azaz van olyan eset, amikor a minimalizalési feladat célfiiggvénye hatarozottan nagyobb,
mint a maximalizalasi feladaté, akkor dualitdsi gyepiirdl beszéliink. Az aldbbiakban mindkettSre latunk példat.

A linearis programozas esete

Egy vandorkoszords jarja az utcakat, ahol munkaja akad, ott megall és elvégzi azt. Igy 6rankeént 200 forintos
keresetre tesz szert atlagosan, meglehetGsen nagy biztonsaggal. Egyszer odamegy hozza egy ember, és azt mondja, hogy
bérbe veszi a koszorit. Alkudozni kezdenek a bérleti dijon. A koszoriisnek nyilvan nem éri meg kevesebbért kiadni
a szerszamat, mint 200Ft 6ranként, hiszen akkor jovedelme csokkenne. 200 forintnal tobbért természetesen megéri
neki, hiszen dgy még tobb jovedelemre tesz szert, mint eddig. De még 200 forintért is megéri, hiszen a jovedelme
akkor nem ng, hanem ugyanannyi marad, de magéanak nem kell dolgoznia. A bérls viszont minél olcsébban szeretné a
koszortt bérbevenni. Azt nem tudjuk, hogy milyen moédszerrel akarja a szerszamot felhasznalni, de barhogy is tegye,
a tényleges jovedelme, feltéve, hogy egyéb kiaddsa nincs, a bevétel és a bérleti dij kiilonbsége lesz. Csak akkor tud
valodi haszonra szert tenni, ha tigyesebb, mint a koszorisiink, és tobbet keres éranként 200 forintnal. Azt latjuk tehat,



hogy a 200Ft-os bérleti dij az, amin az {izlet megkottetik, ha megkottetik, mert a bérlé viszont lealkudhatja ennyire
az arat, a koszorisnek viszont legalabb ennyit kell kérnie, de ennyiért még mindig megéri bérbeadni a szerszamot.
Nézziik meg a bérbeadés kérdését most egy bonyolultabb helyzetben. Egy gyéar optimélis gyartasi tervét kell megha-
tarozni egy bizonyos id6szakra. Tegyiik fel, hogy a gyarban Gsszesen m gép van. Ismert a gyar ezen gépeinek kapacitasa
az adott idGszakban, pontosabban szblva az az idGtartam, amennyit legfeljebb dolgozhatnak. Ez gépenként kiilonbo-
z6 lehet, mert egyes gépeket kiilonboz6 ideig kell karbantartani, hogy a meghibasodast megel6zzék, mas gépeknek a
személyzete szabadsagra megy, stb. Jelolje az 1, 2, ..., m gépek kapacitésat by, b, ..., by,. Tegyiik fel tovabbé, hogy
a gyarban n terméket allitanak el6. A gépek és a termékek kapcsolatat az fejezi ki, hogy egy termék egy egységének
gyartasa az egyes gépeken mennyi ideig tart. Az 1, 2, ..., n termékek esetén jeldlje a11, a12, . .., a1, azt az idGtartamot,
amit egységnyi termék gyartasa az els§ gépen igényel. A masodik gép esetében ugyanezeket a mennyiségeket jelolje
as1, G22, ..., Q2m, €s igy tovabb, az m-edik gép esetén legyenek ezek az id6tartamok a1, ams, ..., Gmn. Végezetil
feltessziik, hogy ismert, hogy az 1, 2, ..., n termékek egy egységén mennyi a haszon, melyet rendre ¢y, c2, ..., ¢,
jelol. Feladatunk meghatarozni, hogy mit gyartson az iizem gy, hogy minden gép el tudja latni a r& varé feladatokat,
azaz a legyartandé termékek ne kivanjanak tobb id6t tolteni rajta Gsszesen, mint a kapacitasa az adott idGszakban, és
a vallalat haszna maximalis legyen. Az egyes temékekbdl gyartando, egyelére még ismeretlen, mennyiségek legyenek
1, Ta, ..., Tn. Bz azt jelenti példaul, hogy az els6 termékbdl legyartando teljes mennyiség a harmadik gépen asix
id6t fog eltolteni. Ha a harmadik gépre az Osszes ilyen mennyiséget 0sszegezziik, akkor kapjuk meg, hogy a termelési
terv szerint a harmadik gépnek mennyit kellene dolgoznia, és ez nem lehet tobb, mint a gép kapacitasa. Természetesen
ennek nemcsak a harmadik gépre kell teljesiilnie, hanem valamennyi gépre. Igy a kovetkezs feltételekhez jutunk:
(5) a1121 + a2 + ...+ a1pTn < b1a213:1 + ag2x2 + ... + aonTn S b2. A1 T1 + Q22 + ... F AnTn S bm

A valtozok értéke negativ nem lehet, mert ez azt jelentené, hogy valamelyik terméket nem gyartjuk, hanem vasaroljuk.
Ezt formélisan kifejezve kapjuk, hogy

(6) 1 >0, 290>0, ... 2, >0.

Mivel a mésodik termék egy egységén co a nyereségiink, ezért, ha a gyartott mennyiség xo, akkor ezen a terméken a
nyereség coxs lesz, a teljes nyereség pedig az ilyen tagok Osszege. Tehat a célfiiggvényiink

(7) max (c1x1 + caa + ... + Cpp)

lesz.

Az a feladat, amely az (5) és (6) feltételek mellett a (7) célfiiggvény optimalizalasat jelenti, egy lineéris programozasi
probléma.

Valaki ajanlatot tesz a gyar tulajdonosanak, hogy bérbe veszi az lizemet. Hogy létrejon-e az iizlet, még nem tudjuk,
de egy dolog biztos: a tulajdonos vagy minden gépet bérbe ad vagy egyet sem. Az alku most akoriil folyik, hogy az
egyes gépek bérleti dija mennyi legyen. Tegyiik fel, hogy az egyel6re még ismeretlen bérleti dijak az 1, 2, ..., m gépek
esetén idSegységenként y1, y2, ..., Ym-

A tulajdonosnak akkor éri meg bérbe adni az lizemet, ha olyan bérleti dijakat kap, hogy ezzel jobban jar, mintha
akarmelyik termékét gyartana. Nézziik példaul az elsé terméket. Ennek egy egységén c; a haszon, és ennek legyarta-
séhoz a11, a1, ..., a1 egységnyi idGket hasznal fel, melyekért rendre a11y1, a2192, -, Gm1ym bérleti dijakat kap.
Tehat az utobbiak Osszegének legalabb akkoranak kell lennie, mint c¢;. Hasonlé igaz a tobbi gépre is. Innen az

(8)  anyr +any2 + ...+ GmiYm > Cra12y1 + G22Y2 + . ..+ AmaYm > C2. . .Q1nY1 + G2nY2 F .. F GmnYm > Cn

feltételeket kapjuk. A valtozok most sem lehetnek negativak, hiszen ez azt jelentené, hogy valamelyik gép kolcsonzéséért
nemhogy nem kap a tulajdonos pénzt, hanem egyenesen neki kell fizetnie:

(8) és (9) a bérbeadas feltétele. A bérls nem tud a maga szempontjabol jobb dijat elérni, mintha ezen feltételek mellett
minimalizalja az Osszdijat, azaz megkeresi a

(10) min (b1y1 + boya + ... + binYm)

célfiiggvény optimalis értékeét, tehat neki akkor éri meg bérbevenni a gyarat, ha azt olyan ligyesen tudja felhasznélni,
hogy ennél nagyobb hasznot tud elérni.

A (8)—(10) feladat ismét egy linearis programozasi feladat. Ezt nevezziik az (5)—(7) feladat dudljanak. Maganak az
(5)—(7) probléméanak primdl feladat a neve. Vegyiik szemiigyre a két feladatot forméalisan. Az (5) egyenl6tlenségrendszer
baloldan az egyiitthatokat soronként felirva az alabbi, dgynevezett matrixot kapjuk:

(allalg. ..A1n021022. . .A2p. . .Am1Am2. . .amn.(ll)



Ebbdl tgy kapjuk meg a (8) feltételrendszer baloldalanak matrixat, hogy tiikrozziik a f6atlora, azaz a bal fels§ sarokbol
indul6 azon ,yonalra", amely azokbol az egyiitthatokbol &ll, melyek két indexe egyenld:

(allazl. . Am1A12022. . .Am2. . .A1nA2n. - .amn.(12)

Ami a primal feladatban a célfiiggvény volt, az a dualjaban az egyenl6tlenségek jobboldala és viszont. Amikor az (5)—
(7) feladatot bevezettiik, akkor az a;; egylitthato jelentése az volt, hogy a j termék egy egysége mennyi id6t tolt az ¢
gépen. Természetes volna tehat azt gondolni, hogy az ilyen egyiitthatok nem lehetnek negativak. Hasonl6 vonatkozik a
bi, c; mennyiségekre is, hiszen példaul mi értelme volna egy olyan terméket gyartani, amin negativ nyereség, magyarul
veszteség keletkezik. Mi azonban most eltekintiink ezekt6l a megfontolasoktol, és megengedjiik, hogy a feladatokban
szerepl6 mennyiségek tetszéleges valos szdmok legyenek. Még ebben az esetben is igaz azonban mind a gyenge, mind
az erds dualitasi tétel:

3. tétel: Tegyiik fel, hogy az x1, zo, ..., z, értékek kielégitik az (5) és (6) feltételeket, hasonloképpen az y1, ya,

-+, Ym értékek pedig a (8) és (9) egyenlGtlenségeket. Ekkor

(13) c1x1 + oo + ...+ cpxp < biyr + by + ...+ by Y.

Bizonyitas: Mivel az y1, yo, ..., ym nem lehetnek negativak, ezért szabad veliikk az (5) egyenlStlenségeket rendre
beszorozni, majd az igy kapott egyenl&tlenségeket Osszeadni. Igy azt kapjuk, hogy
(14)
yi(anas + . 4 a1nn) + o A Y (@ T o Q@) == Y Ui Y agr; = > > aiwiyi < by + boys + .-

=1 j=1 i=1 j=1

Ugyanigy beszorozhatjuk a (8) egyenlGtlenségeket rendre a x1, x2, ..., &, menyiségekkel és a keletkezd egyenlGt-
lenségeket Osszegezhetjiik:
(15)

n m m n

zi(anyr + .-+ amiym) + oo FTp(@nyi + .o F Gnlm) == Z!Ej Zaijyi = Zzaiﬂﬁjyi > c1x1 + e + ..

j=1 i=1 i=1 j=1

Innen a kivant egyenlStlenség azért kovetkezik, mivel (14) és (15) baloldala megegyezik.

Koztudotdll. pl.: Prékopa Andrés: Linearis programozas, KOMAL, 1998/1. sz., hogy egy linearis programozasi
feladat harom osztalyba eshet: (i) egyaltalan nincs megengedett megoldasa, (ii) van megengedett megoldasa, de a
célfiiggvénye nemkorlatos, azaz ha x jeloli az x1, xa, ..., &, értékekbdl allo n-est, akkor létezik megengedett megolda-

n
soknak egy olyan {xl, x2, .. .} végtelen sorozata, hogy klim Z cj;vf = 00, (iii) a feladatnak van optimalis megoldésa.
— 00
j=1

A gyenge dualitési tételbsl kovetkezik, hogy amennyiben a primdl feladat nemkorlatos, akkor a dudl feladatnak nem
lehet megengedett megoldésa. Ha ugyanis volna, akkor a célfiiggvény ehhez tartozoé értéke koteles volna legalabb ak-
kora lenni, mint az el6bb emlitett hatarértékbeli sorozat valamennyi tagja, az pedig lehetetlen. Az erds dualitasi tétel
csak a (iii) esetre vonatkozhat, és a kovetkezot allitja:

4. tétel: Ha a primal feladatnak van optimélis megoldésa, akkor van optimélis megoldésa a dudl feladatnak is, és
a két feladat optimalis célfiiggvényértékei egyenldk.

A tétel bizonyitasa tullépi a jelen dolgozat kereteit, ezért elhagyjuk.

A kritikus Gt médszere

A linearis programozas dualitasi tételeinek nagyon sok fontos specialis esete van. Ezek koziil to6bb anélkiil bizo-
nyithato, hogy hivatkozni kellene a linearis programozasra. Egy ilyen, épits vallalatok, nagy berendézeseket (pl. hajo,
vonat, daru) gyarto iizemek napi gyakorlatdban hasznalt feladatrol lesz sz6.

Egy haz épitését vessziik példanak. Ez szamos kiilonboz6 tevékenységbdl all. Ezek koziil egyeseknek meg kell
elézni mésokat. Nyilvanvald, hogy az alapok kidsasa megel6zi példaul a falak felhuzasat, a vizvezetékek szerelését. A
tevékenységek halmazat jelolje V. Ha a és b két tevékenység, azaz a, b € V, akkor harom eset lehetséges: (i) az a
tevékenységnek méar be kell fejez6dnie, amikor a b tevékenységhez hozzékezdiink, méasképpen kifejezve a megeldzi b-t,
(ii) az a és b tevékenység nincs hatéassal egymaésra, (iii) b megel6zi a-t.

Persze példaul az alapok kidsasa és a vizvezeték szerelése kozott szamos tevékenység van, amit szintén el kell végezni.
Azt mondjuk, hogy az a tevékenység kdzvetlenil megeldzi a b-t, ha nincsen olyan ¢ tevékenység, amit a megeldz, és
ami viszont megel6zi b-t. Jelolje N azon rendezett (a, b) parok halmazét, ahol a kozvetleniil megel6zi b-t. Ekkor a
az elézmény, b az ,utézmany”. Célunk az, hogy a héz a lehets legrovidebb idé alatt elkésziiljon. Ehhez természetesen
ismerni kell az egyes tevékenységek elvégzéséhez sziikséges id6t, amit az a tevékenység esetén c, jelol.
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1. példa: Kiilonosen csaladi haz épitésénél fordul el6, hogy az egész haz elkészitését részfeladatokra bontjak fel,
és a leend6 tulajdonos mindig azt a méar elvégezhets részfeladatot csindltatja meg, amire pénze van. Tekintsiik most
egy ilyen részfeladatot, nevezetesen a gz bevezetését az utca alatt talalhatd cs6bdl egy kisebb atmérdjd, fold alatt
vezetett csovon keresztiil a hazba. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy ez a részfeladat mindossze a kovetkezd
tevékenységekbdl all: elokészités (s), a cs6 elhelyezéséhez sziikséges arok kidséasa (a), a cs6 szerelése (c), szigetelés (g), a
cs6 leeresutése az arokba (1), a vezeték bekotése (k), a vezeték probaja (p), az arok befedése (b). Zardjelben mindentitt
az a betd &ll, amivel az aldbbiakban az adott tevékenységre hivatkozunk. A tevékenységek elvégzéséhez sziikséges
idsket, az egyes tevékenységek kozvetlen el6zményeit és az egyes tevékenységek megkezdésének iitemezését az alabbi

tablazat foglalja Ossze. A tevékenységek litemezését alabb elemezziik.
[ tevékenység elvégzés ideje el6zmény kezdet idGpontja befejezés idGpontja |

| s 1 — 0 1 |
| a 10 s 1 11 |
| c 3 s 1 4 |
| g 4 c 4 8 |
| l 2 a, g 11 13 |
| k 1 l 13 14 |
| P 1 k 14 15 |
| b 2 P 15 17 |

Tegyiik fel, hogy a tevékenységeket megkezdésiik utan megszakitas nélkiil folyamatosan végezziik. Utemezziik az s
tevékenységet a képzeletbeli 0 id6pontra, igy s az 1 id6pontban fejezs-dik be. Ennél el6bb sem a, sem ¢ nem kezd&dhet
el. Ha mindkettst valoban megkezdjik ekkor, ugy a a 11, ¢ a 4 id6pontban fejezédik be. A 4 idGpontban azonnal
hozzafoghatunk a g tevékenységhez, és az a 8 idGpontban ér véget. Ekkor azonban a még hatralévs tevékenységek,
azaz l, k, p, b, egyike sem kezdGdhet el, mert mindegyiknek van egy-egy olyan el6zménye, ami még nem késziilt el.
Ez a helyzet a 11 id6pontban valtozik, amikor a elkésziil, és igy hozzafoghatunk [-hez. A tovabbiakat a tablazatunk
tartalmazza, amibdl kideriil, hogy a teljes szereléshez 17 idGegység sziikséges.

A gyakorlatban egy haz felépitése vagy egy nagyobb szerelési munka sok szaz vagy ezer tevékenységhbdl allhat, és
ennek a nyomonkdvetése kézzel mar igen nehézkes. Ezért célunk egy olyan médszer kifejlesztése, amely szamitogéppel
végezhetd.

Az aq, as, ..., ai tevékenységeket utnak mondjuk, ha (a1, az2), (a2, a3), ..., (ak—1, ar) € N. Ha a4, as, ...,
ap ut, és még az is teljesiil, hogy a1 = ai, akkor az utat kornek nevezziik. Els6 megallapitasunk éppen az, hogy
tevékenységekbdl nem lehet kort alkotni. Hiszen ekkor as-t nem lehet elkezdeni amig ai-et be nem fejeztiik, as-at,
amig ao-t be nem fejeztiik, és igy tovabb, egészen addig, hogy ar = ai-et sem lehet elkezdeni addig, amig a;_; nincs
kész, azaz a tevékenységek korben varnanak egymaésra, semelyikhez sem lehetne hozzakezdeni.

Feltessziik tovabb4, hogy létezik egy s kezdeti tevékenység, egy els6 kapavagés, aminek minden mas tevékenységet
meg kell el6znie, és egy t befejezs tevékenység, a kulcsatadas, aminek minden mas tevékenységet kovetnie kell.

Utemezni fogjuk a tevékenységek megkezdését. Az s kezdeti tevékenységet a képzeletbeli 0 idSpontra tessziik.
Altalaban az a tevékenység megkezdésének idépontjat u(a) jeloli. Ha a kozvetleniil megel6zi b-t, akkor b megkezdését
csak olyan idépontra lehet {itemezni a megkezdéséhez viszonyitva, hogy legyen elegends id6 a teljes elvégzésére. Igy
az alabbi feltételeket kapjuk:

(16) u(s) =0

(17) minden (a, b) € N esetén pu(a) + ¢, < u(b).

Amikor a ¢t tevékenységhez hozzakezdiink a u(t) id6pontban, akkor méar minden més tevékenységnek be kellett fejezdd-
nie. Tehét a haz a kulcsatadas befejezésével, a pu(t) + ¢, id6pontban ér véget. Ez az érték nem mas, mint az ugynevezett
teljes dtfutasi idd, vagyis az az id6, ami az épités megkezdésétdl annak teljes befejezéséig eltelik. Célunk tehat ennek
minimalizalasa. Igy a célfiiggveény

(18) min p(t) + ¢

lesz. A ¢; érték konstans, ezért elhagyhato volna, hiszen az optimalis megoldast nem befolyésolja, de a késGébbiekben
sziikségiink lesz ra. Most egy minimalizalasi feladatot fogalmaztunk meg, ami az eddigiek szerint a duélis feladat. Meg
kell adni tehat a primal feladatot is.

Tegyiik fel, hogy P egy, a fenti értelemben vett ut, amely az a1, aq, ..., ai tevékenységekbdl all. A P ut hosszdnak
ay(P) = Cay + Cay + . .. + cq,, mennyiséget nevezziik. A primél feladat a leghosszabb s-bdl t-be vezets at megkeresése.
Formalisan

(19) maxy(P)P ={a1, az, ..., ap} Gt s = a; és t = ay.

5. tétel: Legyen u egy tetszGleges iitemezés, amely eleget tesz a (16)—(17) feltételeknek, P = {s = a1, aq, ..., ax =
t} pedig egy s-bdl t-be vezet6 ut. Ekkor

(20) Y(P) < p(t) + .



Bizonyitas: Mivel a; = s, ezért pu(ai) = 0. Igy a (17) feltételbsl kovetkezik, hogy ju(az) > cq,, hiszen a; megelézi
as-t. Hasonloképpen as megelszi as-at, ezért p(as) > p(ag) 4 cay > Cay + Ca,- A gondolatmenetet igy folytatva kapjuk,
hogy p(t) = plar) > cay + Cay + - - - + Ca,_, - Itt mindkét oldalhoz hozzdadva a ¢; mennyiséget, azonnal adodik a kivant
allitas.

Ez tehat a gyenge dualitasi tétel. Az er6s dualitéasi tétel bizonyitdsa azonnal megadja azt az eljarast, amivel az
optimalis iitemezést meg lehet hatarozni.

6. tétel: Létezik egy olyan P 1t s-bol t-be és egy T iitemezés, hogy v(P) = 7i(t) + c;.

Bizonyitas: Legyen p egy tetszGleges litemezés. Azt mondjuk, hogy az (a, b) € N par a p litemezés szerint

kritikus, ha u(b) = p(a) + ¢,. Tegyiik fel, hogy a1, as, ..., ai a tevékenységeknek egy olyan sorozata, hogy az (a1, az),
(ag, a3), ..., (ak—1, ag) parok mind kritikusak. Ezért

(21) /L(ak) = /L(akfl) + Capy = /L(ak*Q) +Capp FCapy == /L(al) + Cay +Cay + .ot Cay

Az {a1, aa, ..., ap} utat egy a1-bol ai-ba vezets kritikus itnak nevezziik.

Megadunk egy modszert, ami lépésenként szerkeszti meg az optimalis @ litemezést. Az eljaras feltételezi, hogy
letezik a tevékenységeknek egy olyan S halmaza, amelynek az s kezdeti tevékenység eleme, és S minden a elemére
teljesiil, hogy létezik egy olyan s-bél a-ba vezet§ at, hogy az ebben az Gtban szerepld Gsszes tevékenység S eleme, és
ez az ut egyben [ szerint kritikus. A modszer minden egyes 1épése kibgviti az S halmazt egy tovabbi tevékenységgel.

Kezdetben az S halmaz alljon egyediil az s kezdeti tevékenységbdl, és (16) szerint legyen 7i(s) = 0. Ekkor az
S halmazra a mondott kovetelmények teljesiilnek. Jelolje T' most azokat a tevékenységeket, amelyek nem tartoznak
bele az S halmazba. Azt allitjuk, hogy a T-beli tevékenységek kozott van olyan, amelynek minden el6zménye az S
halmazban taldlhat6. Ha ugyanis ez nem igaz, akkor minden 7-beli b tevékenységnek létezik egy T-beli a el6zménye.
Valasszunk egy tetszéleges T-beli by tevékenységet. Tehat ennek van egy T-beli b; el6zménye. Hasonldéképpen az
utobbinak van egy T-beli by el6zménye, és igy folytathatjuk a sort a végtelenségig. Mivel azonban csak véges sok
tevékenység van a T halmazban, ezért ebben a sorozatban legalabb egy tevékenység ismételten fellép. Ez azonban azt
jelenti, hogy a fenti értelemben létezik egy kor, ami ellentmondas.

Legyen most mar b € T az a tevékenység, amelynek minden el6zménye az S halmazban talédlhat6. Jelolje E ezen
el6zmények halmazat. Legyen

(22) 7i(b) = max {(a) + ¢4 | a € E}.

Legyen @ egy olyan tevékenység, amire a (22) egyenlet jobboldalan maximumot kapunk. Ekkor 1(b) = f(a) + ¢z, azaz
az (a, b) par kritikus. Tovabba létezik s-bol a-ba vezetd kritikus Gt. Legyen ez s = a1, ag, ..., ax = a. Ekkor s = a4,
az, ..., ar = a, b egy s-bol b-be vezetd kritikus ut. (21) szerint

(23) () =71(s) + cay + Cay + .-+ Cap = Cay +Cay + ..+ Cay-

vagyis a b tevékenységet arra az id6pontra iitemeztiik, amely megegyezik az s-b6l a b-be vezetd kritikus Gt hosszéaval.

Mindezen miiveletek elvégzése utan a b tevékenység a T halmazbol atkerill az S halmazba. Ez az eljaras nem
folytathato akarmeddig, mert elfogynak az S halmazon kiviili tevékenységek, azaz végiil maga a t befejezs tevékenység
is az S halmazba fog tartozni. Ekkor 7i(t) az s-bdl t-be vezetd kritikus ut hossza lesz tehét, ami ekvivalens az allitassal.

Koénnyen ellenérizhets, hogy a 1. példa szamitési modszere azonos a bizonyitasban kozolt médszerrel. Egyes te-
vékenységek esetleg kés6bb is kezdhetSk a szamitottnal anélkiil, hogy az atfutasi id6 meghosszabodna. Ilyen volt a
példaban a c¢ tevékenység. De evvel a modszerrel mindig a lehetséges legkorabbi kezdési idGket kapjuk meg. A lehet-
séges legkésébbi kezdési idSket, amikor az atfutasi id6 még mindig minimaélis, akkor kapjuk, ha a modszert a befejezs
tevékenységbdl visszafelé haladva forditott iranyban végezziik el.

A Lagrange dual feladat

Bonyolultabb probléméak esetén egy primal feladathoz t6bb kiilonb6z6 dualis feladatot is be lehet vezetni. Az egyik
leggyakrabban hasznalt tipust nevezik Lagrange duél feladatnak.

Ha a primal feladatot valamilyen oknal fogva nehéz megoldani, viszont a dudl feladatot magét megoldani vagy egy
megengedett megoldasat megtalalni konnyt, akkor a dudl feladat bevezetésével azt nyerjiik, hogy kapunk egy kénnyen
szamithato felsé korlatot a primal feladat optimalis célfiiggvényértékére. Eppen ez a helyzet a hatizsak feladatdA
hatizsék feladatot targyalja a "Mit tegyiink a hétizsakba, hogyan valtsunk fel pénzt?" c. cikk a KOMAL 1996/7. és
8. szamaban. esetében. Legyen n, b, a1, as, ..., an, c1, C2, ..., ¢, pozitiv egész. Ekkor a hatizsdk feladat

maxciri + oo + ... + CpZpa1x1 + aoTo + ... + anxy, < b

X1,T2,...,2, = 0 vagy 1.(24)
Legyen

2%



A egy tetszbleges, rogzitett nemnegativ valés szam. Tekintsiik a
max(c; — Aa1)zy + (ca — Aa2)xa + ... + (cn — Aap)xy, + b2y, 22, ..., 2, = 0 vagy 1.(25)
feladatot. Az utébbi feladat optimaélis célfiiggvényértéke mindig legalabb akkora, mint a hétizsak feladaté, ugyanis

(c1 — Aar)zr + (c2 — Aag)za + ... + (¢ — Aap)xy, + A0 =

= (11 + a2 + ... + cpn) + A(b— a121 — a2 — ... — apy).
Ha az z1, x2, ..., x, értékek kielégitik a hatizsak feladat feltételeit, akkor itt az egyenlGség jobboldalanak mésodik
tagja két nemnegativ szam szorzata, tehat a teljes kifejezés legalabb akkora, mint (c1x1 + coza + ... + cpxy), vagyis a
hatizsak feladat célfiiggvényének értéke az x1, xa, ..., x, értékek mellett.

A (25) feladatot nagyon egyszert megoldani, mivel a valtozok nincsenek kozvetlen hatéssal egymaésra, ezért mind-
egyik értéke ugy valaszthat6é meg a tobbitsl fiiggetleniil, hogy az a célfiiggvény szempontjabodl a lehetd legjobb legyen,
vagyis az optimélis megoldast a kovetkezd képlet adja:

IjZO
ha ¢;j —Aa; <00 vagy 1 hac; —Aa; =01 hac; — Aa; >0 (26)

Ezvezetoda, hogymsesetekbenisrdemeslehetvalamelypriml f eladathelyetta(25) feladatmeg f elelvltozattmegoldani. Mosteztmeg,

Legyen m és n pozitiv egész. Az f és g1, g2, --., gm legyenek az x1, o, ..., x, valtozok valos fiiggvényei. Az S
halmaz elemei legyenek rendezett szam n-esek. Végiil legyen by, ba, ..., by, rogzitett valos szam. Primal feladatunk a
kovetkezs:

max f(x1,T2,. .., Tn)g1(T1, T2, . Tn) < b1go(z1, T2y s Tn) < boo . .gm(T1, T2y s Tn) < b (1,72, . ., 2,) € S.(27)

Mind a linearis programozasi, mind a hatizsak feladat szerkezete beleillik ebbe az dltalanos keretbe. A lineéris prog-
ramozasi feladat esetén az S halmaz az 6sszes nemnegativ komponensekbgl allo szam n-es volt. A hatizsak feladatnal
pedig az Osszes olyan, amelyben csak 0 és 1 szerepel. (Az, hogy S rendezett szam n-eseket tartalmaz, a kovetkezs
példaval magyarazhato el. Tegyiik fel, hogy n = 3, és (1, 2, 3) € S de (3, 2, 1) € S. Ekkor az 1 = 1, a2 = 2,
xg = 3 értékek a feladat egy megengedett megoldasat adjak, feltéve, hogy ezeket behelyettesitve az egyenlGtlenségek-
be, azokat kielégitik. Azonban az x1 = 3, x9 = 2, x3 = 1 értékek akkor sem adnak megengedett megoldast, ha veliik
az egyenl6tlenségek teljesiilnek, mivel ez az értékrendszer nincs benne az S halmazban, vagyis amikor x; = 3, akkor
nem lehet xo = 2 és egyidejileg x3 = 1.)

7. tétel: Legyen A1, Ao, ..., Ay, > 0 rogzitett valés szam. Ekkor
m
max f(x1, T2, ..., x,) < max(f(z1,z2,...,2,) + Z Ai(bi = gi(w1, 22, .. 0))g1(T1, 2, Tn) < b1g(T1, T2, 005 T) < b1, T2, .
i=1

Megjegyzés: A tétel azt allitja, hogy a primal feladat optimalis célfiiggvényértéke nem lehet nagyobb, mint egy
maésik feladaté, amiben az egyetlen feltétel az, hogy (z1, x2, ..., &,) szdm n-es az S halmaz eleme. A A\, Ao, ..., Ay
mennyiségek a Lagrange-szorzok, a jobboldali feladat pedig a (rogzitett szorzok melletti) Lagrange-feladat.

Bizonyitas: Ha az x1, xo, ..., x, értékek kielégitik a primal feladat feltételeit, akkor a jobboldali feladat célfiigg-
vényének masodik tagja nem lehet negativ, tehat ennek értéke legalabb akkora, mint a primal feladat célfiiggvényéé.
Innen a kovetkezs, ugynevezett Lagrange-dudl feladatot lehet kitiizni:

minmax(f(z1,z2,..., o) + Z Ai(bi — gi(x1, 22, -« s n)) (A1, A2y oo Am) 2 (1, X2, o, Tn) 2 A1, A2y ey Ay > 0(1, e, . .y ) € S.(-
i=1
A X1, A2, ..., A szdmokat szokds Lagrange-szorzoknak nevezni. A 7. tétel szerint ez a feladat kielégiti azt a kove-

telményt, amit egy duél feladatnak kell. Igy a tétel maga nem volt mas, mint a gyenge dualitasi tétel. A (29) feladat
tulajdonképpen az adott modszerrel megkaphatoé legpontosabb, azaz legkisebb, tehat a legjobb fels6 korlatot hatarozza
meg.
Itt azonban az er6s dualitasi tétel mar nem igaz. Erre példa az alabbi feladat.
max6xq + 5xo + 3zox1 + 22 + 23 < 2x1 + a9 — 23 <1

X1, 22, 3 = 0 vagy 1.

Mivelmindhromuvltozkin—kincsakktrtketvehet fel, ezrtsszesennyolcesetlehetsges. Ebblanyolcblazel segyenltlensgesakaztazesete



X1 = 22 = 1, 3 = 0. Innen koénnyen lathato, hogy az optimélis megoldas 1 = 1, z2 = 0, x3 = 1. Az ehhez tartozo
célfiiggvényérték 9. A megfelel6 Lagrange-feladat rogzitett A1 és Ao mellett

Inax(6 — A — )\2):61 + (5 — A= )\2)262 + (3= A+ X2)zg + 2A1 + Aoz, T2, 3 = 0 vagy 1.(30)

Itt A1 és A9 valamilyen nemnegativ szamok. Ezért a célfiiggvényben z; egyiitthatdja biztosan nagyobb, mint x4-é.
Ezért a Lagrange-feladatnak semmilyen A\; és Ao sem lehet olyan optimélis megoldasa, amelyben x; = 0 és o = 1.
Igy osszesen hat kiilonbozé optimalis megoldas lehetséges. Ezeket egyenként végigvizsgalva lathato, hogy a feladat
célfiiggvénye soha nem kisebb, mint 10, azaz fellép a dualitési gyepd. Mi most a hat lehetséges eset koziil azt vizsgaljuk
meg, amikor 1 = x5 = x3 = 1. Ekkor

6— A1 — X2 >0, 5—A1 — X >0, 3= +2X>0.

Az els6 egyenlGtlenség kovetkezik a mésodikbol, igy ezzel kiilon nem kell foglalkozni. Az x értékek helyére behelyet-
tesitve l-et, a célfiiggvény értéke 14 — Ay lesz. Tehat ahhoz, hogy a célfiiggvény a lehets legkisebb legyen, Aj-et a
lehet6 legnagyobbra kell valasztani. Azonban a mésodik és harmadik egyenlGtlenséget Gsszeadva és egyszertisitve azt
kapjuk, hogy A1 < 4. Tehat ebben az esetben a célfiiggvény értéke legalabb 10. Hasonléan elemezhetd a tovabbi 6t eset.
Mindig azt kapjuk, hogy a Lagrange-feladat optimalis célfiiggvényértéke legalabb 10. Tehat a Lagrange-dual feladatéé
is, amely nem maés, mint megkeresni A1 és Ao azon értékét, amire a (30) feladat optimalis célfiggvényértéke minimalis.

Megjegyezziik, hogy egyes esetekben, példaul amikor a (27) probléma egy linearis programozasi feladat, igaz az
erds dualitasi tétel is.

Vizvari Béla E6tvos Lorand Tudomanyegyetem, Operacidkutatési Tanszék




