A minden irdnyu elfordulast megengeds csuklokkal dsszekapcsolt merev rudakat rud-csuklo szerkezetnek nevezziik.
Egy rad-csuklo szerkezet merev, ha barmely két csuklé (nemcsak a rudakkal 6sszekotottek) tavolsaga allandoé marad a
szerkezet, csukloinak barmely folytonos mozgatasa soran. Példaul egy ,négyzet” nem merev a sikban, mert ,rombussza”
deforméalhaté. Ha egyik atlojaval bovitjiik a négyzetet, akkor a sikban egy merev szerkezetet kapunk.

A merevségi vizsgalatoknal a dimenzi6 is fontos tényezs, hiszen az atlojaval bovitett négyzet a sikban merev, de a
térben nem, ugyanis az 4tld koriil az atlon kiviili csticsok egymastol fiiggetleniil elfordulhatnak.

Egy c darab csukloét tartalmazoé szerkezet merevségének sziikséges feltétele, hogy a rudak r szdma legalabb 2¢ — 3
legyen a sikban, és legalabb 3c—6 a térben. A sikban vegyiink egy haromszoget, amelynek oldalai a szerkezet rudjainak,
csucsai pedig a szerkezet csukloinak felelnek meg. Ez a szerkezet merev, és természetesen kielégiti a sziikséges feltételt.
Egy merev szerkezethez mereven csatlakoztathatunk egy tjabb csuklot legalabb két riddal, igy a szerkezet rudjainak
szama legalabb 2-vel né minden tjabb csuklo hozzavételével, tehat a sziikséges feltétel érvényben marad. Hasonl6an
tamaszthatjuk ala a sziikséges feltételt térben is. Ez a meggondolds azonban nem bizonyité erejd, hiszen az emlitett
iteracioval nem juthatunk el minden merev szerkezethez, példaul az 1. dbrdn lathatd szerkezethez sem. A sziikséges
feltétel korrekt bizonyitasa megtaldlhato a cikk végén emlitett konyvben.

Ha egy szerkezet merev, és ridjainak szama a sikban tobb, mint 2¢ — 3, illetve térben tobb, mint 3¢ — 6, akkor
talalhato olyan rud, amelyet elhagyva a szerkezetbdl, az tovabbra is merev marad. Azokat a merev szerkezeteket,
amelyekbd]l mar nem hagyhato el tovabbi rad dgy, hogy a szerkezet még merev maradjon, minimélis merev szerkeze-
teknek nevezziik. Természetesen a minimalis merev szerkezetekben az élszam 2¢ — 3 a siban, illetve 3¢ — 6 a térben. A
tovabbiakban csak ilyen minimalis merev szerkezetekkel foglalkozunk, és csak a sikban,

Tekintsiink olyan sikbeli szerkezeteket, amelyeknek radjai és csukloi kolesonosen egyértelmiien megfeleltetheték
egy térbeli konvex poliéder éleinek és csicsainak. A sikbeli szerkezetnek igy megfeleltetett térbeli poliédereket ne-
vezziik megfelel6 konvex poliédereknek. A kovetkezs meglepd allitas kapcesolatot teremt sikbeli minimélis szerkezetek
merevsége és térbeli konvex poliéderek élhélézatanak sikbeli vetiilete kozott.

Egy minimdlis sikbeli szerkezet akkor és csak akkor merev, ha a szerkezet rajza nem dllithato eld egy térbeli megfeleld
konvex poliéder élhdlozatdnak vetiileteként. Az 1. dbrdn lathatd szerkezet rajza nem allithaté el mint egy térbeli konvex
poliéder sikbeli vetiilete, mivel egyébként a haromszdgek kozelebbi csukloit 6sszekotd riadnak megfelel6 poliéderél
egyenese a masik négy csucshoz tartozé lapot két pontban is metszené. A 2. dbrdn taldlhatd szerkezet rajza viszont
egy haromszog alapd hasab vetiileteként elGéll, ezért ez a szerkezet nem merev.

Az el6z6 tételt hasznalva egy szerkezet merevségének igazolasidhoz meg kell mutatnunk, hogy nincs olyan konvex
poliéder, amely élhalézatanak vetiilete az adott szerkezet rajzaval azonos lenne. Ez altalaban nem koénnyd probléma.

Feleltessiink meg egy szerkezetnek egy grafot ugy, hogy a graf csicsai felelnek meg a szerkezet csukloinak, és két
cstics kozott akkor és csak akkor van él, ha a szerkezet megfelels csukloi kozott van rad. Igy minden szerkezethez
tartozik egy graf, de egy grathoz tobb szerkezet is tartozhat. Ezek kozott lehetnek merevek és nem merevek is, ilyen
szerkezetet latunk az 1. és a 2. dbrdn. Nyilvanvaléan a két szerkezet grafja azonos, azonban az 1. dbrdn lathato
szerkezet merev, a 2. dbrdn lathaté nem. Ha a 2. dbrdn lathaté szerkezet radjainak hosszat ,kissé” megvaltoztatjuk,
akkor merev szerkezethez jutunk. Nevezziik ezért az ilyen tulajdonsagu szerkezeteket generikusan merevnek.

Ha egy grafnak megfelels valamely szerkezet generikusan merev, akkor a grafnak megfelel$ 6sszes generikus szerke-
zet generikusan merev lesz. Egy graf akkor merev, ha van legalabb egy megfelel§ generikusan merev szerkezete. Ezért
az 1. és a 2. dabran lathato szerkezetek grafja merev.

G. Laman talalt el6szor sziikséges és elégséges feltételt grafok sikbeli merevségére. Egy 2¢ — 3 élt tartalmazé
graf akkor és csak akkor merev, ha barmely részgrafja legfeljebb 2¢/ — 3 élt tartalmaz, ahol ¢’ a részgraf csticsainak
szamét jeloli. El6z6 grafunkrol tehat eldonthetjiik, hogy merev-e, ha ellendrizziik, hogy a részgrafokban nincs-e t6bb
él, mint 2¢' — 3. Nevezziik ezt Laman-féle feltételnek. A 3. dbrdn egy olyan szerkezetet latunk, amelyhez tartozo
graf egy részgrafjaban, nevezetesen a bal oldali négy csuklénak és a koztiik levé rudaknak megfelel részgrafjaban, a
Laman-féle feltétel nem teljesiil, ezért ez a graf nem merev, és a szerkezet sem merev. Annak eldontése, hogy a graf
merev-e, exponencialis szamu 1épést igényelne a Laman-féle feltétel alkalmazasaval, hiszen minden részgrafot meg kell
vizsgalnunk.

Lovdsz Laszlo és Y. Yemini ereménye polinomiélis szamu lépésben tudja eldonteni egy grafrol a sikbeli merevséget.
A tétel megértéséhez sziikséges a kovetkezs definicio: Egy Osszefiiggs graf feszit6faja egy olyan fa graf, amelynek cstucsai
megegyeznek a graf csicsaival, élei pedig a graf élei koziil valok. Lovasz és Yemini tétele:

Egy 2c — 3 €lt tartalmazo grdf akkor és csak akkor merev, ha bdrmely élét megdupldizva az igy kapott grdifnak van
két feszitdfdja, amelyek kézds €lt nem tartalmaznak.

Az 1. és a 2. dbran lathato szerkezetek grafjanak egy élét megduplazva kapjuk a 4. dbrdn lathato két, kozos élt
nem tartalmazo feszitsfat.

A térben a 3v — 6 pontd merev grafokra teljesiil, hogy a részgrafok legfeljebb 3v' — 6 élt tartalmaznak, viszont
a megforditds mar nem. Az 5. dbrdn lathato térbeli szerkezet rendelkezik a sziikséges feltételekkel, de a szerkezet
nem merev, ugyanis a két bananszerd szerkezet egymastol fliggetleniil az érintési pontjaik altal meghatarozott egyenes
koriil szabadon foroghat. Térbeli szerkezetek grafjaira a merevség jol ellendrizhetd jellemzése még nyitott probléma.
A térbeli szerkezetek merevségének targyaldsa szintén megtaldlhato a cikk végén talalhato irodalomban.

A. L. Cauchy mondott ki konvex poliéderekre merevséggel kapcsolatos tételt. Tekintsiik a poliéder lapjait merev
lemezeknek, és azokat az éleik mentén zsanérszeriien rogzitve képzeljiik el a poliédert. Ha a poliéder lapjai merevek,



és a poliéder konvex, akkor a poliéder merev.

Rid-csuklé szerkezetként elGalliva egy konvex poliédert, a lapok merevségét csak haromszoglapok esetén garantal-
hatjuk. Ezért Cauchy tétele rid-csuklo szerkezetekre atfogalmazva a kovetkezd lenne:

A hdromszdglapi konvex poliéderek, mint rid-csukld szerkezetek, merevek a térben.

Evszazados probléma volt, hogy a konvexitas feltétele elhagyhaté-e Cauchy tételében. Sokaig és sokan azt hitték,
hogy a konvexség feltétele elhagyhatd, de a valasz nemleges. R. Conelly talalt elGszor olyan poliédert, amely nem
konvex és nem merev. Ilyen poliédert lathatunk a hatsé borité dbrajan. Ez egy olyan haromszdglapu test, amelynek
csucsaiba csuklokat, éleire rudakat helyezve egy nem merev szerkezethez jutunk. Az abra két szélén levs gula-szerti
szerkezetek hosszi nyillal jelolt csicsait egyesitve a szerkezet szivoszalakon atbujtatott cérnak segitségével elkészithetd,
ha van hozza tiirelmiink és kitartdsunk. Az azonosan jelolet rudak hosszat a keretezett szamok jelolik. A szaggatott
nyil irdnyaban a felsé csiics mozgathato.

A generikus szerkezetekkel ellentétben vizsgalhatunk olyan szerkezeteket is, amelyek nagyszamu, azonos hosszusagu
radbol allnak. Ilyenek példaul a racsszert szerkezetek. A sikbeli racsszerii szerkezetek koziil az n x m-es négyzetracsokkal
foglalkozunk részletesebben. Természetesen ezek nem merevek a sikban, merevitésiikh6z tovabbi rudakra van sziikség.
Merevségen most nem a generikus merevséget, hanem az eredeti definici6 szerintit értjiik, hiszen azt szeretnénk most
kihasznalni, hogy a csuklok és a rudak helyzete speciélis. A merevitéshez szitkséges tovabbi rudakat a négyzetek atléiba
tessziik, és atlos merevitének nevezziik. Készitsiik el egy atlos merevitéket tartalmazoé négyzetracs szerkezet merevités-
grafjat, ez egy paros graf lesz, amelynek két pontosztalyat S-sel és O-val jeloljiik. A négyzetracs sorai feleljenek meg
az S osztalynak, oszlopai az O osztalynak; ha van atldés merevité az i-edik sor j-edik oszlopaban, akkor legyen él az ¢
és j pontok kozott a merevités-graftban (6. dbra).

Négyzetracsok atlos merevitésére ad sziikséges és elégséges feltételt E. D. Bolker és H. Crapo kovetkezd tétele:

Atloival merevitett négyzetrics szerkezet a sikban akkor és csak akkor merev, ha a merevités-grifja dsszefiiggd.

Ennek a tételnek a segitségével a merevités-graf ismeretében linearis idében eldonthets, hogy a négyzetracs szerkezet
merev-e. Hasonlo tétel kockaracsra térben nem ismert.

Aki a téma irant érdeklédik, b6vebb irodalomjegyzéket taldlhat A. Recski: Matroid Theory and its Applications in
FElectric Network Theory and in Statics, Akadémiai Kiad6, Budapest and Springer, Berlin (1989) c. konyvében.
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