1. Legyen p paratlan primszdam, és tekintsik a sikon azokat a pontokat, amelyeknek mindkét koordindtdja a 0, 1, 2,
.., p—1 szdmok valamelyike. Mutassuk meg, hogy ezen rdacspontok kozil kivdlaszthato p darab, amelyek kozil semelyik
hdrom nem esik egy egyenesre.

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy azok az A : (i,y(i)) pontok, amelyeknél y(x) az z* (legkisebb nemnegativ) mara-
déka p-vel torténd osztasnal (0 < i < p — 1), kielégitik a kovetelményt. Az értelmezés szerint y(x) = 2 + cp alkalmas
c egésszel.

Tegyiik fel, hogy az A;A; és az A; Ay, szakaszok meredeksége egyenl$ volna:

y(j) —y(@)  y(k) —y(i)
Ji—i k—i

A torteket eltavolitva, az értelmezést felhasznalva és atrendezve:
(k= i)(5* = i® + (v —wp) = (j =) (k* =i + (w — w)p),

tovabbrendezve és alakitva
(k=) =)= k) = p((G = Dw —w) = (k=) —u)).

A bal oldali szorzatnak kellene tehat oszthatonak lennie p-vel. Ez azonban nem lehetséges, mert egy szorzat csak ugy
lehet oszthat6 egy primszammal, ha valamelyik tényez&je oszthato vele, itt pedig mindegyik tényez& 0-to6l kiilonbo6zé
és abszolut értékiik p-nél kisebb. Nem lehet tehat a két meredekség egyenls.

Megjegyzések. 1. Az z? helyett barmilyen egész egyiitthatos vagy egész helyeken egész értéket felvevs, masodfoka

x(zx+1)

2. Tobben hasznéltak olyan pontatlan allitdsokat, mint kiilonbség maradéka egyenlé a maradékok kiilénbségével,
vagy szorzat maradéka egyenls a tényezSk maradékainak szorzataval, amelyek csak kiegészitésekkel érvényesek.

3. Egy versenyz6 azokat az (x, y) pontokat adta meg, amelyekre 2y = 1 (mod p) (1 < = < p — 1), maga is
megjegyezve, hogy igy csak p — 1 pontot kap.

4. A kérdésnek kiterjedt irodalma van. A feladat allitasa igaznak latszik primszam helyett minden pozitiv egész
szamra, sét probalgatasok sordn n = 32-ig és szdmos nagyobb paros n-re 2n pontot is sikeriilt talalni agy, hogy ne
legyen koziiliik 3 egy egyenesen. Sikeriilt bebizonyitani, hogy tetszés szerinti pozitiv h értékhez (3/2) — h)n pont is
kivalaszthato, ha n elég nagy.

A problémaval kapcsolatban R. K. Guy és P. A. Kelly tobb érdekes sejtést fogalmazott meg. Igy tobbek kozt
azt sejtik, hogy csak az 1. dbrdn lathaté 3 esetben helyezhets el 2n pont egy n oldalhosszi négyzetben dgy, hogy
rendelkezzék a négyzet Osszes szimmetridjaval; azt sejtik tovabbé, hogy nagy n-re legfeljebb (¢ + h)n pont helyezhetd
el a kovetelménynek megfelelGen, ahol ¢ = (27r2/3)1/3 ~ 1,85. OR. K. Guy: Unsolved problems in number theory, 2.
kiad. Springer, 1996. XVI + 285 old., kozelebbrél 242-244. old.
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polinom megfelel. Erdekes, hogy a feladattal foglalkoz6 versenyzdk tobbnyire az polinomot valasztottak.
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1. dbra

2. Az ABC hdromszég korilirt kérének kozéppontja O. A beirt kér az oldalakat az A1, By, C1 pontokban érinti,
kozéppontja Or. Az A1B1Cy hdromszog magassdagpontja M. Igazoljuk, hogy az O, O1, My pontok egy egyenesen
vannak.

I. megoldas. Tekintsiik az O, Oy és M; pontok meréleges vetiileteit az A; B;Cy haromszog oldalaira. Elegendd
azt megmutatni, hogy az ezek kozti szakaszok ardnya két kiilonb6z6 oldalon megegyezs. Hatarozzuk meg ezt az aranyt
pl. a B1C; oldalon. F-fel jelolve az ABC haromszog koré irt kor A-t nem tartalmazé BC' ivének felezGpontjét, ezen
atmegy az O-bdl a BC oldalra emelt meréleges is és az A-bdl induld szogfelezs is. Jeloljiik a koztiik levs szoget d-val
(2. dbra). Az O1A; érintési sugér szintén merdleges a BC' oldalra.
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2. dbra

O, Oy és M, merGleges vetiiletét a B1Cy oldalon jelsljik O', O] és M{-vel. Az AB;C; haromszdg egyenls szar,
ezért O] AF-en van, tehat Ay M, parhuzamos AF-fel, és igy O1A; Mi<t = §. Az O-bol AF-re és O1-bsl Ay Mj-re
emelt mer6leges szakaszok az OO}, illetéleg O} M, szakasszal egyenldk, tehat hosszuk Rsind, illetdleg rsind, ahol R
a haromszog koré irt kor sugara,  a beirt kore. Igy

0’0} : O\ M| = (Rsind) : (rsind) = R:r.
Ez az arany azonban csak a két kor adataitol fiigg, a B1Ch oldaltol nem, igy ugyanez az ardany adodik a mésik két
oldalon levé vetiiletek kozti szakaszokra is. Ezzel a feladat allitdsa bizonyitast nyert.

II. megoldas. A megoldashoz felhasznalunk a haromszogekre vonatkozo néhany 6sszefiiggést, amelyeket a megol-
das végén bizonyitunk.
Jeloljiik az A; B1Ch haromszog csicsaibol huizott magassagok talppontjat rendre Ay, Ba, Co-vel (3. 4bra).

3. dbra

a) Egy haromszog magassagai felezik a talpponti haromszog szogeit, igy a magassagpont a talpponti haromszogbe
irt kor kozéppontja, esetiinkben M7 az As BoCs-be irté.

b) Ismeretes, hogy a haromszog (esetiinkben az A; B1Cy haromszog) koré irt kornek a csiucsokhoz mutatod sugarai
merdlegesek a talpponti haromszog oldalaira. Esetiinkben O A1, O1 By, O1C1 érintési sugér is, tehat merdleges rendre
a BC, CA, AB oldalra is, tehat az ABC' és az As BoCs haromszog oldalai parhuzamosak.

c) A két haromszog hasonlo helyzet( is, s igy rajuk vonatkozoan megfeleld pontparok Gsszekotd egyenesei is par-
huzamosak.

d) Az Ay BoCy haromszog koré irt kor az Ay B1Ch haromszog tn. Feuerbach-kore, ez atmegy az oldalak felez6pont-
jain is, és kozéppontja az O1 M, szakasz Fy felezGpontja.

Az ABC héaromszogre vonatkozoan O és O megfelel6i az Ay BoCo-re vonatkozdan Fy és My, igy Osszekots egye-
neseik parhuzamosak. A két egyenesnek azonban O; kozos pontja, igy O, O1 és M7 egy egyenesen van, és ezt kellett
bizonyitani.

Bebizonyitjuk a felhasznélt Osszefiiggéseket.



Te

Ty

4. dbra

a) Jeloljiik az ABC haromszog egymas uténi cstcsaibol huzott magassagainak talppontjat T, Ty, Te-vel (4. abra).
Az ABT, Ty és az ACT,T, négyszog hurnégyszog, igy T.1,B< = CAB< és TyT,C< = BAC<, tehat AT, szogfelezd.

5. dbra

b) Az ABC haromszog koreé irt O kozéppontu korben az AO B< mint kézépponti szog az AC B< kétszerese (5. abra).
SzogfelezGje merdleges AB-re, és AC B<( nagysagu szoget zar be vele. A C' pontbol huzott magassag T, talppontjabol
allitsunk merdlegest O A-ra, messe ez a C' A oldal egyenesét a T pontban. Ekkor AT,.T*< mint merdleges szaru szog
ugyancsak AC B<{ nagysagu, tehat BCT* T hurnégyszog, benne a BC oldal T-bdl derékszogben latszik, tehat T*-bol
is, vagyis T a B-bdl htizott magassag talppontja, Tp.

c) Azt kell belatnunk, hogy ha az ABC és az A2 BoCs haromszog megfelel§ oldalai parhuzamosak, akkor AA,,
BB; és CCy egy ponton megy keresztiil, vagy parhuzamosak (6. abra).




Ha pl. AAy és BBy metszi egymést egy T pontban, akkor ABT és As BoT hasonlo haromszogek, igy AT : AT =
AB : AsBy = BT : ByT. Masrészt AB : AsBy = BC = ByCs. Ekkor azonban a BCT és a BoCoT héaromszog is
hasonlé, mert egy szogiik és az azt kdzrefogd oldalak aranya egyenls. Ebb6l viszont kdvetkezik, hogy C, Cy és T is egy
egyenesen van.

d) A Feuerbach-korre vonatkozo allitasok igazolasara jeloljik a BC, C A, AB oldalak felez6pontjait rendre F,,, Fy,
Fe-vel (7. abra(.

7. dbra

Az A csacs tiikorképe az FyF, kozépvonalra a T, magassagtalppont. F, F, mint kézépvonal FjA-val egyenls és
parhuzamos, a tiikrozés folytan pedig FyT,-val egyenls. Igy F,T,F,F,. szimmetrikus trapéz (lehet hurkolt, esetleg
egyenld szart haromszog). Igy kor irhato koré, amelynek kozéppontja az F,T, szakasz felez6merclegesén van, az pedig
felezi az O és az M magassagpont kozti szakaszt.

A kor atmegy mind a harom oldal felezGpontjan, igy a gondolatot a masik két oldalra megismételve, ugyanaz
a kor adodik, s6t, azt is kapjuk, hogy a kor kozéppontja az OM szakasz F felez6pontja. Az oldafelezépontok és a
magassagtalppontok koziil barmelyik 3 kiilonb6z6 mar meghatarozza a kort.

3. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges sikba rajzolhato grdf élei kiszinezhetdk hdrom szinnel dgy, hogy a grdfban ne
legyen egyszind kor.

Megoldas. A feladat allitasat hurokeél és t6bbszoros él nélkiili grafokra, un. egyszert grafokra bizonyitjuk. (Hurokél
minden szinezésnél egyszinid korhoz vezetne, és egy négy éllel Gsszekotott pontpar esetén mar szintén keletkeznék kor.)
Sziikségiink lesz a sikra rajzolhatd grafok két ismert tulajdonsagéara (ezek bizonyitasaval kapcsolatban lasd meg-
jegyzéseinket):
1) Sikra rajzolhato grafban nem lehet teljes 6tsz0g, azaz 6t olyan pont, amelyek koziil barmely kett6t él kot Ossze.

2) Tetsz6leges sikra rajzolhato graf tartalmaz legfeljebb 5-6dfokt pontot, azaz olyan pontot, amelybdl legfeljebb 5 él
indul ki.

Az allitast a pontok szdma szerinti indukcioval bizonyitjuk. 1, 2 és 3 pontu grafokra az allitas trividlis. Tegyiik fel,
hogy az allitas igaz n cstucsu grafokra, és tekintsiink egy tetszéleges n + 1 cstcst sikra rajzolhaté grafot. Ennek létezik
legfeljebb 5-6dfoku pontja, legyen P egy ilyen pont. A P pont foka szerint harom esetet kiilonboztetiink meg.

L. eset: P legfeljebb 3-adfoki. Hagyjuk el P-t a belsle indul6 élekkel egyiitt. A megmaradé G’ graf tovabbra is
sikra rajzolhato, és az indukcios feltétel szerint jol szinezhetd, azaz nem lesz benne egyszinid kor. Ezutan G egy
jo szinezéséhez a P-bdl induld éleket szinezziik kiilonbozére. Egyszint kor G'-ben nincs, és a P-n atmend korok is
tartalmaznak két P-b6l induld, kiilonb6z6 szind élt, a kapott szinezés tehat jo.

IL. eset: P 4-edfoku. Legyenek a P-vel 6sszek6tott pontok A, B, C és D. Ezek kozott van ketté — mondjuk A és B
—, amelyek kozott nincs él, mert P-vel egyiitt nem alkothatnak teljes 6tszoget. Hagyjuk el a P pontot a bel6le kiinduld
élekkel egyiitt, és huzzuk be az AB élt (Ez lehetséges, pl. az eredeti AP, PB élekhez elég kozel, (1d. 8. dbra).

8. dbra

A keletkezs G grafot szinezziik jol. Tegyiik fel, hogy az AB él az 1-es szint kapta. Ezutan szinezziik G-ben az
AP, PB éleket az 1-es szinnel, PC-t és PD-t pedig a 2-es és a 3-as szinnel. A G’ j6 szinezése miatt egyszin kor csak
P-n keresztiil haladhatna, és csak a P-b6l kiindulo két egyszini élen, AP-n és PB-n keresztiil. Akkor azonban G’ is
tartalmazna 1-es szind kort az AB élen keresztiil.

III. eset: P otodfoki. Legyenek a P-bél kiindulo élek a koriiljaras sorrendjében PA, PB, PC, PD és PE. Ha az
AB, BC, CD, DE és EA élek valamelyike nem szerepelne G-ben, akkor huzzuk be. (Ez lehetséges, mert példaul ha



AB nem szerepel, akkor az A és B pontokat 0sszekothetjiik az AP és PB élekhez elég kozel.) Ha ezt a bdvitett grafot
jol szinezziik, az az eredeti grafnak is egy jo szinezését adja. A tovabbiakban feltehetjiik tehat, hogy az AB, BC, CD,
DE és EA élek szerepelnek a grafban.

Ezutan megmutatjuk, hogy a P és a bel6le indul6 élek elhagyasa utdn az ABCDE 6tszognek meghtzhato két, egy
cstiesbol induld atloja. Ha egyik atlo sem szerepel G-ben, akkor behuzhatjuk AC-t és AD-t az AP és PC, illetve AP
és PD élekhez elég kozel. Az 1j élek csak a PB és PE élt metszik, igy a keletkezé G’ graf sikra rajzolhaté. Ha példaul
a BE él szerepel G-ben, akkor a BEP haromszog elvalasztja A-t C-t6l és D-t6l, igy G-ben nem szerepelhet sem az
AC, sem az AD él. Huzzuk meg ezeket az el6bbi modon, majd hagyjuk el P-t a bel6le indul6 élekkel egyiitt, igy most
is sikra rajzolhato G’ gréfot kapunk. Az indukcios feltevés szerint G’ jol szinezhet (9. dbra).

9. dbra

Szinezziik jol a G’ grafot. Ha a szinezésben AC és AD ugyanolyan, mondjuk 1-es szinti, akkor G-nek a G’-ben is
szerepld élei szinét megtartva szinezziik az AP, CP és DP éleket 1-es szinnel, a BP és EP éleket 2-es, illetve 3-as
szinnel (10. dbra).

A
B E
c X D
10. dbra

Ha az igy kapott grafban van egyszind kor, akkor az ismét csak 1-es szint lehet, P-n keresztiil halad az AP és PC,
az AP és PD vagy pedig a CP és PD éleken keresztiil. Ezekben az esetekben viszont G’ is tartalmaz egyszini kort az
AC, az AD, illetve a CA és AD éleken keresztiil. A tovabbiakban ezért feltessziik, hogy AC és AD szine kiilonbozd:
1-es, illetve 2-es.

Hagyjuk el az AC és AD atlokat, és vizsgaljuk meg, hogy az Otszg cstcspéarjai milyen szind utakkal kothetSk
Ossze. Ha létezik két olyan csicspar: X, Y és U, V, amelyek koziil X és Y nem kothet6 6ssze 1-es, U és V par pedig
nem kothetS Ossze 2-es szinnel, akkor szinezziik ki PX-et és PY-t 1-es szinnel, PU-t és PV -t 2-es szinnel, a P-bdl
kiindulé 6t6dik élt pedig 3-as szinnel (11. dbra).

11. dbra

Ezzel a G graf egy jo szinezését kapjuk.

Mivel az AC' €l 1-es szinti volt, A és C' nem kothets Ossze 1-es szinnel; hasonloképpen A és D nem kdthets Ossze 2-es
szinnel. Ha a B, D, E cstcsok koziil valamelyik ketté nem kothets Gssze 2-es szinnel, akkor azt a kett6t U, V-nek, A,
C-t pedig X, Y-nak valasztva, az el6bbiek szerint G-nek egy jo szinezését nyerjiik. Ha viszont B, D és F 0sszekothetd
2-es szinnel, akkor A nem kothets 6ssze B-vel és E-vel 2-es szind uton, mert akkor A és D is 6sszekGthetd lenne 2-es
szinnel. Hasonloképpen feltehetjiik, hogy a B, C' és F cstcsok GsszekdthetSk 1-es szinnel, mig az A csiics nem kothetd
Ossze a B és E csucsokkal 1-es szind uton sem (12. dbra).



12. dbra

Az A csics tehat nem kothetsd Ossze a B, és E csticsokkal sem 1-es, sem 2-es szinti tton. Ebbdl kovetkezik, hogy
az AB és AFE élek szine 3-as, és az A, B, E cstucsok kozott csak ezek az élek alkotnak 3-as szinid utat. Szinezziik at
AB-t l-esre, AE-t pedig 2-esre. Ezzel a valtoztatassal nem keletkezhet egyszind kor. Ezutan szinezziik ki a PA, PB
és PE éleket 3-asra, a PC és PD eleket pedig 1-esre, illetve 2-esre (13. dbra).

A
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13. dbra

Ha lenne egyszini kor, akkor az csak P-n keresztiil haladhatna, és csak 3-as szind lehetne, és azt jelentené, hogy
az A, B és E csicsok koziil valamelyik ketté kdzott még egy 3-as szind at halad, ami ellentmondés.
Ezzel minden n 4 1 cstcsa grafra igazoltuk az allitast.

Megjegyzések. 1. Az, hogy a teljes 6tszog nem sikra rajzolhatd, példéul a kdvetkez6képpen mutathaté meg: Kossiik
Ossze a pontokat valamilyen sorrendben egymést nem metszé élekkel. A keletkezd 6tszog belsejében is, rajta kiviil is
csak két-két pontpart kothet Gssze él, ezek a megmarado6 csucspart elvalasztjak egymastol (14. dbra).

14. dbra

2. Sikra rajzolhato grafok a sikot lapokra bontjak, ezekhez hozzavéve a grafon kiviili tartomat is. Ha a graf
Osszefiiggs, akkor a lapok [, az élek é és a csticsok ¢ szama kozott fennall az Euler-féle | — é 4+ ¢ = 2 Osszefiiggés. Ha a
csucsok szama legaldbb 3, akkor egy lapnak legalabb 3 oldala van, mésrészt minden él két lapnak oldala, igy 31 < 2¢é.
Ezt az Euler-tételbe helyettesitve az é < 3¢ — 6 egyenl6tlenség adodik. Ha minden cstics legalabb 6-odfoku lenne, akkor
— mivel minden él két csticshoz tartozik —, é > c teljesiilne.

3. Konnyen igazolhatd, hogy ha egy k csticsu graf nem tartalmaz kort, akkor legfeljebb k£ — 1 éle van. Ha azt
vizsgaljuk, hogy egy tetszbleges G graf élei mikor szinezheték ki 3 szinnel gy, hogy ne legyen benne egyszind kor,
akkor sziikséges, hogy tetszéleges k pozitiv egészre G barmely k cstucsa kozott legfeljebb 3k — 3 él haladjon. Ez a
feltétel gyengébb, mint a sikra rajzolhatosag, és be lehet bizonyitani, hogy nemcsak sziikséges, hanem elégséges is.

Suranyi Janos, Kos Géza, Ujvary-Menyhart Zoltan



