
Ha egy zárt vezetékben elektromos áram folyik, a vezeték közelében mágneses mez® alakul ki. Amennyiben az

áramer®sség id®ben változó, a mágneses mez® (és annak �uxusa) is változik. A változó mágneses �uxus a vezetékben

feszültséget indukál, ez az önindukió ismert jelensége. A mágneses indukió vektora minden pillanatban és mindenhol

arányos a vezetékben folyó áram I(t) pillanatnyi értékével
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Feltételezzük, hogy az áram változásának ideje sokkal

hosszabb, mint amennyi id® alatt a fény a vezeték egyik szélét®l a másik széléig eljuthat. Ha ez a feltétel nem teljesül,

az itt leírt érvelés érvényét veszti., és ugyanez érvényes a vezet® egészére jutó mágneses �uxusra is: Φ(t) ∝ I(t).
A Faraday-féle indukiótörvény szerint az indukált elektromotoros feszültség a mágneses �uxus változási sebessé-

gének (−1)-szeresével egyenl®, ez pedig arányos az áram változási sebességével
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A változási sebesség jelölésére a ∆t
id®tartamra vonatkoztatott átlagsebességet tüntettük fel. Ha a pillanatnyi sebesség fogalmát kívánjuk használni, akkor

(itt és a továbbiakban) az I ′(t) deriválttal kell számolnunk.:

U ind(t) = −L
∆I(t)

∆t
.

Az L arányossági tényez® (amely a fenti el®jelválasztás mellett mindig pozitív) a kérdéses vezeték (tekers) önindukiós

együtthatója. L nagysága a vezeték geometriai adataitól függ, s a legegyszer¶bb esetek kivételével sak bonyolult

számítással, vagy méréssel határozható meg.

Amennyiben az id®ben változó er®sség¶ árammal átjárt (1-es jel¶) vezeték (tekers) közelében egy másik (2-es

jel¶) vezeték (tekers) is található, a változó mágneses �uxus abban is elektromotoros feszültséget indukál, és ez a

feszültség ugyansak az áramer®sség változási sebességével arányos:

U ind
1→2(t) = −M

∆I1(t)

∆t
,

ahol M -et az 1-es vezetéknek a 2-esre vonatkoztatott kölsönös indukiós együtthatójának nevezik.

Természetesen a jelenség fordított irányban is m¶ködik: ha a 2-es vezeték I2 áramer®ssége változik id®ben, az 1-es

vezetékben

U ind
2→1(t) = −M ′

∆I2(t)

∆t
,

ahol M ′
az 1-es vezetéknek a 2-esre vonatkoztatott kölsönös indukiós együtthatója.

Több vezeték esetén az i-edik áramkörben indukálódó teljes elektromotoros feszültség valamennyi vezeték (beleértve

saját magát is) járulékának összegeként áll el®:

U ind
i = −

∑

k

Li,k

∆Ik(t)

∆t
,

ahol Li, k a k-adik vezetéknek az i-edikre vonatkoztatott kölsönös indukiós együtthatója, Lk, k pedig a k-adik vezeték

(tekers) önindukiós együtthatója. (Korábbi jelöléseink ebben az írásmódban: L1 = L1, 1; L2 = L2, 2; M = L2, 1 és

M ′ = L1, 2.)

A kölsönös indukiós együtthatók � az önindukiós tényez®khöz hasonlóan � általában sak bonyolult matematikai

eljárással, vagy tapasztalati úton, mérésekkel határozhatók meg. El®fordul, hogy két vezeték kölsönös indukiós

tényez®i közül az egyiket nagyon nehéz kiszámítani, a másikat pedig viszonylag egyszer¶ meghatározhatjuk. Ilyen

esetekben különösen hasznos lenne, ha létezne valamilyen kapsolatot az �oda-� és a �visszafele� érvényes indukiós

tényez®k között. Annyit mindenesetre megállapíthatunk, hogy a vezetékeket eltávolítva egymástól a kölsönös indukió

nagysága gyors ütemben (a részletes számítások szerint a távolság köbével fordított arányban) sökken.

A kölsönös indukiós együtthatók szimmetriája

Az alábbiakban megmutatjuk, hogy két tetsz®leges alakú és tetsz®leges térbeli helyzet¶ zárt vezetékre fennáll a

kölsönös indukiós együtthatók szimmetriája:

M = M ′, általánosabban: Li, k ≡ Lk, i.

Az állítás igazolásához energetikai megfontolásokat fogunk alkalmazni. Tekintsük az 1. ábrán látható két ideális

(elhanyagolható ellenáású) tekersb®l és egy küls® terhel® ellenállásból álló áramkört. (Ez lényegében egy transzfor-

mátor, de nem tételezzük fel, hogy a tekersek közös vasmagon lennének, s®t, még azt sem, hogy egymáshoz nagyon

közel helyezkednének el.)

Kapsoljunk az 1-es (primer) tekersre valamekkora U0 e�ektív értékkel jellemzett, ω körfrekveniájú váltófeszült-

séget, a másik (szekunder) tekerset pedig zárjuk le egy R nagyságú terhel® ellenállással. A kölsönös indukió miatt a
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primer tekers váltakozó árama a szekunder tekersben feszültséget indukál, ez áramot indít benne, amely hatására a

terhel® ellenálláson egységnyi id® alatt valamekkora Pki h® fejl®dik. Ezt a h®teljesítményt a primer oldalon betáplált

Pbe hasznos teljesítmény fedezi, ezt (a primer feszültség és áramer®sség, valamint a fázistényez® szorzatát) méri a

villanyóra. Az energiamegmaradás tétele szerint fenn kell álljon, hogy

Pbe = Pki.

A továbbiakbanmegvizsgáljuk, hogy milyen megszorítást jelent a rendszer paramétereire nézve ezen �energia-mérlegegyenlet�

teljesülése.

Tételezzük fel, hogy a primer tekersben I1 e�ektív érték¶ áram folyik. Ennek az áramnak a változási sebessége

I1ω, hatására a szekunder tekersben

U1→2 = MI1ω

nagyságú, az I1 áram fázisához képest 90◦-kal siet® feszültség indukálódik. Forgóvektoros ábrázolásban a fázisviszo-

nyokat a 2. ábrán látható módon szemléltethetjük.

Az indukált U1→2 feszültség hatására az L2 önindukiójú, R ellenállással terhelt szekunder tekersben

I2 =
U1→2

√

R2 + L2
2ω

2
=

MI1ω
√

R2 + L2
2ω

2

nagyságú áram fog folyni, melynek fázisa a 3. ábrán látható ϕ szöggel késik az U1→2 feszültséghez képest. A terhel®

(ohmikus) ellenálláson leadott h®teljesítmény:

Pki = I22R =
M2I21ω

2R

R2 + L2
2ω

2
.

Számítsuk ki a bemen® teljesítményt is! A primer áram nagyságát ismerjük, a primer feszültséget pedig viszonylag

egyszer¶en meg tudjuk határozni. A primer tekersben indukálódott feszültség két tag összegeként áll el®: egyrészt az

önindukiób®l származó U ind
1→1 = L1ωI1 nagyságú, másrészt a szekunder tekers által indukált

U ind
2→1 = M ′ωI2

nagyságú feszültségkomponensekb®l. Ezeket a feszültségeket és U0-t megfelel® fázissal összegezve nullát kell kapnunk,

hiszen a körben nins ohmos ellenállás. A primer tekersre kapsolt váltófeszültség teljesítménye tehát −U ind
1→1 és

−U ind
2→1 (fázishelyesen számolt) összegének teljesítménye, vagy ami ezzel egyenérték¶, −U ind

1→1 és −U ind
2→1 külön-külön

(fázishelyesen) kiszámolt a teljesítményének összege. Az önindukióból származó feszültség az I1 áramhoz képest 90◦-
ot siet, a teljesítménye tehát teljesen medd®, a �villanyszámla� szempontjából �gyelmen kívül hagyható. Az U ind

2→1

feszültség viszont az I2-höz képest 90◦-ot siet (lásd a 2. ábrát), az I1 áramtól tehát 180◦ − ϕ fázisszöggel tér el, így a

bemen® teljesítmény

Pbe = −U ind
2→1I1 cos (180

◦ − ϕ) = M ′ω
MI1ω

√

R2 + L2
2ω

2

RI1
√

R2 + L2
2ω

2
=

MM ′I21ω
2R

R2 + L2
2ω

2
.

A bemen® és a kimen® teljesítmények egyenl®ségéb®l (M 6= 0 esetén) éppen a bizonyítandóM = M ′
szimmetria-reláió

adódik.
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Ha M történetesen nulla lenne, akkor a tekersek felserélése és az egész számítás megismétlése után M ′ = 0
adódik, tehát még ebben a széls®séges esetben is egyenl® a kétféle kölsönös indukiós tényez®.

Egy egyszer¶ példa

A kölsönös indukiós együtthatók szimmetriájának ismerete bizonyos esetekben lényegesen egyszer¶sítheti számí-

tásainkat. Oldjuk meg például a következ® feladatot:

Egy R sugarú körvezet® közepén, vele egy síkban, konentrikusan elhelyezve egy r sugarú (r ≪ R) másik körvezet®

található (4. ábra). A kisebb körvezet®ben az áramer®sséget t0 id® alatt nulláról I0 értékre növeljük. Mekkora feszültség

indukálódik ezalatt a nagyobb körben?

Megoldás. Az indukált feszültséget a kis körvezet®nek a nagyra vonatkoztatott kölsönös indukiója határozza meg.

Ezt a mennyiséget nem könny¶ kiszámítani, hiszen a kis körvezet® mágneses tere a nagyobb kör belsejében er®sen

inhomogén, helyr®l helyre számottev®en változik.

Sokkal könnyebb meghatározni a nagy körvezet®nek a kisire vonatkoztatott kölsönös indukiós tényez®jét, hiszen

a nagy kör mágneses mez®je a kis körvezet® helyén jó közelítéssel homogénnek tekinthet®, nagysága pedig

B ≈ µ0

I

2R
.
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Ennek a mez®nek a r2π terület¶ kis körlapon

Φ(t) =
µ0r

2π

2R
I(t)

a mágneses �uxusa, így az indukált elektromotoros feszültség:

U ind(t) = −
∆Φ(t)

∆t
= −

µ0r
2π

2R

∆I(t)

∆t
= −M

∆I(t)

∆t
,

vagyis a kérdéses kölsönös indukiós együttható:

M =
µ0r

2π

2R
.

Az el®z® levezetett szimmetriatulajdonság miatt a kis körvezet®nek a nagyra vonatkoztatott kölsönös indukiós

együtthatója is ugyanekkora (M ′ = M), a feladatban kérdezett feszültség tehát:

U =
µ0r

2π

2R

I0
t0
.

Mekkora lehet két vezet® kölsönös indukiója?

Vajon milyen határok között változhat két vezet® kölsönös indukiója? Ha a vezet®k elegend®en messze vannak

egymástól, akkor M nyilván tetsz®legesen kisivé válhat. De vajon milyen nagy lehet maximálisan a kölsönös induk-

ió értéke? Megmutatjuk, hogy M abszolút értéke nem lehet akármilyen nagy, legfeljebb akkora, mint a két vezet®

önindukiós együtthatóinak mértani közepe:

|M | ≤
√

L1L2.

Ezt az egyenl®tlenséget ugyansak energetikai megfontolások segítségével láthatjuk be.

Végezzünk el egy gondolatkísérletet! Vegyünk egy jó nagy kapaitású kondenzátort, és töltsük fel Q töltéssel a

kapaitásának megfelel® U0 = Q/C feszültségre. Kapsoljuk rá erre a kondenzátorra a vizsgálandó két vezet®b®l álló

�ideális transzformátor� primer körét, a szekunder körét pedig zárjuk rövidre (5. ábra). Könnyen beláthatjuk, hogy

mindkét körben az id®vel egyenes arányban növekv® er®sség¶ áram indul meg, hiszen a körök feszültsége id®ben

állandó (U0, illetve nulla), következésképpen az áramer®sségek változási sebessége is állandó kell legyen:

I1(t) = a1 · t, illetve I2(t) = a2 · t.

(Felhasználtuk, hogy a kondenzátor kapaitása jó nagy, ezért egy rövid id® alatt a rajta lev® töltés nem változik

meg számottev®en.) Írjuk fel az egyes tekersekben indukálódó feszültségeket, majd ezek segítségével a primer és a

szekunder körben Kirhho� huroktörvényét:

Q

C
− L1a1 −Ma2 = 0,

−Ma1 − L2a2 = 0.

(Kihasználtuk korábbi eredményünket, miszerint M = M ′
.) A fenti egyenletrendszert megoldva a primer tekers

áramer®sségére

I1 =
L2Qt

C
·

1

L1L2 −M2

adódik. Ha ez az áram Q > 0 esetén negatív mennyiség lenne (vagyis a pozitív töltés¶ lemezhez kapsolódó vezetéken

nem a lemezt®l el, hanem éppen a lemez felé folyna az áram), akkor a kondenzátor töltése id®ben egyre n®ne. A

kondenzátor ebben az esetben �magától� feltölt®dne, elektrosztatikus energiája egyre növekedne. Ez ellentmond az

energiamegmaradás általános törvényének, következésképpen I1/Q nemnegatív kell legyen. Ez a követelmény viszont

sak akkor teljesül, ha

L1L2 −M2 ≥ 0,

s éppen ezt akartuk belátni.

Két, egymással elektromágneses satolásban lev® tekers kölsönös indukiója −
√

L1L2 és +
√

L1L2 közötti érté-

keket vehet fel. Emiatt élszer¶ M -et k
√

L1L2 alakban felírni, ahol k a tekersek (vezetékek) satolásának er®sségére

jellemz® dimenziótlan szám (−1 ≤ k ≤ +1). Ha pl. közös vasmagra tekerselünk két tekerset, akkor bármelyikük által

keltett mágneses �uxus gyakorlatilag teljes egészében áthalad a másik tekersen is; ilyenkor a satolás er®s, k = ±1

(az el®jel a tekerselés irányától függ). Egy további példa: egy nagyobb átmér®j¶ szolenoid belsejébe egy másik, kisebb
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szolenoidot helyezünk. A kölsönös indukió ekkor is könnyen kiszámítható, s a satolási tényez® |k| =
√

A2/A1 < 1

lesz, ahol A2 a bels® tekers keresztmetszete, A1 pedig a küls®é.

Hatás�ellenhatás (mehanikai analógia)

A kölsönös indukiók szimmetriáját (vagyis azt az összefüggést, hogy az egyik tekersnek a másikra való indukiós

hatása ugyanolyan mérték¶, mint a másik tekersnek az el®bbire való visszahatása) energetikai megfontolások segítsé-

gével láttuk be. Hasonló helyzet klasszikus (newtoni) mehanikában is el®fordul, és ott is hasonló jelleg¶ érveléssel �

energetikai megfontolások segítségével � láthatjuk be, hogy egy zárt rendszer két része közti bels® er®hatások (er® és

ellener®) azonos nagyságú és ellentétes irányú vektorok kell legyenek.

Tekintsünk két testet, melyek kezdetben állnak, majd az egymásra kifejtett er®hatások következtében egy egyenes

mentén gyorsulni kezdenek (6. ábra). Ha m1 és m2 jelöli a testek tömegét, F és F ′
pedig a rájuk ható bels® er®ket,

akkor a gyorsulásuk a1 = F/m1 és a2 = F ′/m2, valamely kisiny t id® alatt elért sebességük pedig vi = ait (i = 1, 2).
A két test mozgási energiájának megváltozása tehát t id® alatt

∆Eálló =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1

(

Ft

m1

)2

+
1

2
m2

(

F ′t

m2

)2

.

(Az �álló� kifejezés arra utal, hogy ezt az energiaváltozást abban a koordináta-rendszerben észleljük, melyhez viszo-

nyítva a testek kezdetben álltak.)

Képzeljük most el, hogy az egész jelenséget egy −v0 sebességgel haladó vonatból �gyeljük. Innen szemlélve a

következ®ket mondhatjuk: a két test mozgási energiája kezdetben

E0 =
1

2
m1v

2
0 +

1

2
m2v

2
0

volt, t id®vel kés®bb pedig

Et =
1

2
m1

(

v0 +
Ft

m1

)2

+
1

2
m2

(

v0 −
F ′t

m2

)2

lett, a rendszer mozgási energiának megváltozása tehát

∆Emozgó = Et − E0 =
1

2
m1

(

Ft

m1

)2

+
1

2
m2

(

F ′t

m2

)2

+ (F − F ′)tv0.

A kétféle meg�gyel® által észlelt mozgási energia változásnak meg kell egyeznie egymással, hiszen ∆E-t a két test

távolságától függ® helyzeti energia (pl. rugalmas energia, vagy elektrosztatikus energia) megváltozása fedezi, esetleg

kémiai energia felszabadulásából (ágyú elsütéséb®l) származik; ezek mindegyike az álló és a mozgó meg�gyel® számára

ugyanakkora. ∆Emozgó és ∆Eálló fentebb kiszámított értékei viszont sak akkor lesznek egyenl®ek, ha

F = F ′,

vagyis a hatás és ellenhatás er®i egyforma nagyok.

Nem állítjuk, hogy ezzel az érveléssel �levezettük� Newton III. törvényét, hiszen felhasználtuk az energiamegmaradás

tételét és a vonatkoztatási rendszerek egyenérték¶ségét, s ezek legalább olyan fontos részei a klasszikus mehanikának,

mint a hatás�ellenhatás törvénye. Nem szándékozunk fontosági sorrendet megállapítani az említett �zikai törvények

között, supán arra akarjuk felhívni a �gyelmet, hogy ezek a törvények nem teljesen függetlenek egymástól, valahol

mélyen kapsolat van közöttük. Néha az egyik, néha pedig egy másik �zikai törvény használata a élszer¶bb, tartozzon

a vizsgált jelenség (megoldandó feladat) akár a klasszikus mehanika, akár pedig az elektromágneses indukió körébe.
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