Ha egy zart vezetékben elektromos aram folyik, a vezeték kozelében magneses mezd alakul ki. Amennyiben az
aramerdsség id6ben valtozo, a magneses mezd (és annak fluxusa) is véaltozik. A valtozo magneses fluxus a vezetékben
fesziiltséget indukél, ez az dnindukcid ismert jelensége. A méagneses indukcio vektora minden pillanatban és mindenhol
aranyos a vezetékben folyé aram I(t) pillanatnyi értékéve HFeltételezziik, hogy az aram valtozasanak ideje sokkal
hosszabb, mint amennyi id§ alatt a fény a vezeték egyik szélétél a masik széléig eljuthat. Ha ez a feltétel nem teljesiil,
az itt leirt érvelés érvényét vessti., és ugyanez érvényes a vezets egészére juté magneses fluxusra is: ®(t) oc I(t).

A Faraday-féle indukciotorvény szerint az indukalt elektromotoros fesziiltség a magneses fluxus valtozasi sebessé-
gének (—1)-szeresével egyenld, ez pedig ardnyos az aram valtozasi sebességéveldA valtozasi sebesség jelolésére a At
id6tartamra vonatkoztatott atlagsebességet tiintettiik fel. Ha a pillanatnyi sebesség fogalmét kivanjuk hasznalni, akkor
(itt és a tovabbiakban) az I'(t) derivalttal kell szdmolnunk.:

ind _ AI(t)

Urd(t)=—-L A
Az L ardnyosséagi tényezs (amely a fenti elGjelvalasztas mellett mindig pozitiv) a kérdéses vezeték (tekercs) nindukcios
egylitthatoja. L nagysiga a vezeték geometriai adataitol fiigg, s a legegyszertibb esetek kivételével csak bonyolult
szamitassal, vagy méréssel hatarozhat6é meg.

Amennyiben az idében valtoz6 erdsségl drammal atjart (1-es jeld) vezeték (tekercs) kozelében egy masik (2-es
jelt) vezeték (tekercs) is taldlhato, a valtozo magneses fluxus abban is elektromotoros fesziiltséget indukal, és ez a
fesziiltség ugyancsak az aramer@sség valtozasi sebességével aranyos:

AL (t)

ahol M-et az l-es vezetéknek a 2-esre vonatkoztatott kélcsénds indukcios egyiitthatdjanak nevezik.
Termeészetesen a jelenség forditott irdnyban is miikodik: ha a 2-es vezeték I aramerdssége valtozik idében, az 1-es

vezetékben AL (1)
: 4
U () = —M' =22
2—)1( ) At
ahol M’ az 1-es vezetéknek a 2-esre vonatkoztatott kolcsonds indukcids egyiitthatoja.
To6bb vezeték esetén az i-edik aramkorben indukélodo teljes elektromotoros fesziiltség valamennyi vezeték (beleértve

sajat magat is) jarulékanak Gsszegeként all eld:
. AL (t)
Uhnd = E L;——=,
' — AL

ahol L; 1 a k-adik vezetéknek az i-edikre vonatkoztatott kolesonds indukeids egytitthatdja, Ly, i pedig a k-adik vezeték
(tekercs) onindukcios egyiitthatoja. (Korabbi jeloléseink ebben az irdsmoédban: Ly = Ly 1; Lo = Lo o; M = Lo 1 és
M' =1L 5.)

A kolcsonos indukcids egyiitthatok — az 6nindukcios tényezékhoz hasonldéan — altalaban csak bonyolult matematikai
eljarassal, vagy tapasztalati tton, mérésekkel hatarozhatok meg. Elsfordul, hogy két vezeték kolcsonos indukceios
tényez6i koziil az egyiket nagyon nehéz kiszadmitani, a masikat pedig viszonylag egyszerti meghatarozhatjuk. Ilyen
esetekben kiilonosen hasznos lenne, ha létezne valamilyen kapcsolatot az ,oda-” és a ,visszafele” érvényes indukcios
tényez6k kozott. Annyit mindenesetre megallapithatunk, hogy a vezetékeket eltavolitva egymastol a kdlecsonos indukceid
nagysaga gyors litemben (a részletes szamitasok szerint a tavolsag kobével forditott aranyban) csokken.

A ko6lesonos indukceids egyiitthatok szimmetriaja

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy két tetszoleges alaku és tetszéleges térbeli helyzett zart vezetékre fennéll a
kolesonos indukcids egyiitthatok szimmetridja:

M =M, altaldnosabban: L =Ly, .

Az allitas igazolasdhoz energetikai megfontolasokat fogunk alkalmazni. Tekintsiik az 1. dbrdn lathatd két idedlis
(elhanyagolhato ellendasi) tekercsbol és egy kiilsé terhels ellenallasbol allo aramkort. (Ez lényegében egy transzfor-
mator, de nem tételezziik fel, hogy a tekercsek kozos vasmagon lennének, s6t, még azt sem, hogy egymashoz nagyon
kozel helyezkednének el.)

Kapcsoljunk az 1-es (primer) tekercsre valamekkora Uy effektiv értékkel jellemzett, w korfrekvenciaju valtofesziilt-
séget, a masik (szekunder) tekercset pedig zarjuk le egy R nagysagu terhels ellenallassal. A kolesonos indukei6 miatt a
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primer tekercs valtakoz6 drama a szekunder tekercsben fesziiltséget indukal, ez dramot indit benne, amely hatasara a
terheld ellenallason egységnyi idd alatt valamekkora Py; hé fejlédik. Ezt a hételjesitményt a primer oldalon betaplalt
Py hasznos teljesitmény fedezi, ezt (a primer fesziiltség és dramerdsség, valamint a fazistényezs szorzatat) meéri a
villanyora. Az energiamegmaradas tétele szerint fenn kell alljon, hogy

Py = B.

A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogy milyen megszoritést jelent a rendszer parameétereire nézve ezen ,energia-mérlegegyenlet”
teljestiilése.
Tételezziik fel, hogy a primer tekercsben I effektiv értéki aram folyik. Ennek az dramnak a valtozasi sebessége
Iw, hatasara a szekunder tekercsben
Ui = Mhw

nagysigu, az I; aram fazisdhoz képest 90°-kal siet6 fesziiltség indukalodik. Forgovektoros dbréazolasban a fazisviszo-
nyokat a 2. dbrdn lathaté modon szemléltethetjiik.
Az indukélt U;_,o fesziiltség hatésara az Lo Onindukcidja, R ellenallassal terhelt szekunder tekercsben

. U1‘)2 o MIlw
VR + Liw?  \/R2+ L3w?

Iy

nagysagu aram fog folyni, melynek fazisa a 3. dbrdn lathato ¢ szoggel késik az U;_,o fesziiltséghez képest. A terheld
(ohmikus) ellenallason leadott hételjesitmény:

M?I3w*R
_2p_ i
Pa=hR= T2
Szamitsuk ki a bemend teljesitményt is! A primer aram nagysagat ismerjiik, a primer fesziiltséget pedig viszonylag
egyszertien meg tudjuk hatérozni. A primer tekercsben indukalodott fesziiltség két tag Osszegeként all els: egyrészt az

onindukciobél szarmazo U, = Liwl; nagysaga, masrészt a szekunder tekercs altal indukalt

Uind, = M'wi,

nagysagu fesziiltségkomponensekbol. Ezeket a fesziiltségeket és Uo-t megfelelS fazissal osszegezve nullit kell kapnunk,
hiszen a korben nincs ohmos ellenallis. A primer tekercsre kapcsolt véltofesziiltség teljesitménye tehat —Uind eg
—Urd (fazishelyesen szamolt) Osszegének teljesitménye, vagy ami ezzel egyenértékd, —U™d, és —UMY, kiilon-kiilon

(fazishelyesen) kiszamolt a teljesitményének Osszege. Az 6nindukcioboél szarmazé fesziiltség az [; dramhoz képest 900—
ot siet, a teljesitménye tehat teljesen medds, a ,yvillanyszamla” szempontjabol figyelmen kiviil hagyhato. Az Uérfl
fesziiltség viszont az Io-hoz képest 90°-ot siet (lasd a 2. dbrdt), az I; dramtol tehat 180° — ¢ fazisszoggel tér el, igy a

bemend teljesitmény

L Mhw R,  MM'I%?R
VR L3w? \/R?+ [%? RP+L3w*

Poe = —U" I cos (180° — ) = M’

A bemend és a kimend teljesitmények egyenléségebdl (M # 0 esetén) éppen a bizonyitanddé M = M’ szimmetria-rel4ci6
adodik fHa M torténetesen nulla lenne, akkor a tekercsek felcserélése és az egész szamitas megismétlése utan M’ = 0
adodik, tehat még ebben a szélsGséges esetben is egyenld a kétféle kdlesonods indukeids tényezd.

Egy egyszerid példa

A kolesonos indukeios egyiitthatok szimmetridjanak ismerete bizonyos esetekben lényegesen egyszertsitheti szami-
tasainkat. Oldjuk meg példaul a koévetkezs feladatot:

Egy R sugard korvezetd kézepén, vele egy sikban, koncentrikusan elhelyezve egy v sugard (r < R) mdsik kérvezetd
taldlhato (4. dbra). A kisebb kérvezetében az dramerdsséget to idd alatt nulldrdl Iy értékre néveljik. Mekkora fesziltség
indukalodik ezalatt a nagyobb korben?

Megoldas. Az indukalt fesziiltséget a kis korvezetének a nagyra vonatkoztatott kolcsonos indukcidja hatarozza meg.
Ezt a mennyiséget nem konnyt kiszamitani, hiszen a kis korvezet6 magneses tere a nagyobb kor belsejében erésen
inhomogén, helyrél helyre szamottevéen valtozik.

Sokkal kénnyebb meghatarozni a nagy korvezetének a kicsire vonatkoztatott kolesonds indukeios tényezdjét, hiszen
a nagy kor magneses mez@je a kis korvezetd helyén jo kozelitéssel homogénnek tekinthetd, nagysaga pedig

1

B~ MQE
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Ennek a mezének a 27 teriileti kis korlapon

- /,LQT27T
2R

o(t) 1(t)

a magneses fluxusa, igy az indukalt elektromotoros fesziiltség:

AR por?m AI(t) AI(t)

At~ 2R At T At

Uind (t) _
vagyis a kérdéses kolcsonos indukcids egyiitthato:

- /,LQT27T
2R

Az el6z$ levezetett szimmetriatulajdonsag miatt a kis korvezetének a nagyra vonatkoztatott kolcsonds indukcios
egyiitthatoja is ugyanekkora (M’ = M), a feladatban kérdezett fesziiltség tehét:

~ por?m Iy
2Rty

Mekkora lehet két vezets kélecs6nds indukcigja?

Vajon milyen hatarok kozott valtozhat két vezetd kolcsonds indukcidja? Ha a vezetSk elegendGen messze vannak
egyméstol, akkor M nyilvan tetszélegesen kicsivé valhat. De vajon milyen nagy lehet maximéalisan a kolcsonos induk-
ci6 értéke? Megmutatjuk, hogy M abszolit értéke nem lehet akdrmilyen nagy, legfeljebb akkora, mint a két vezetd
onindukcioés egyiitthatéinak mértani kozepe:

|M| < +/LiLs.

Ezt az egyenlGtlenséget ugyancsak energetikai megfontolasok segitségével lathatjuk be.

Végezziink el egy gondolatkisérletet! Vegyilink egy jo nagy kapacitasu kondenzatort, és toltsiik fel @ toltéssel a
kapacitasanak megfelels Uy = @Q/C fesziiltségre. Kapcsoljuk ra erre a kondenzatorra a vizsgalando két vezet&bol allo
sidedlis transzformator” primer korét, a szekunder korét pedig zarjuk révidre (5. dbra). Konnyen belathatjuk, hogy
mindkét koérben az idével egyenes ardnyban novekves erdsségli aram indul meg, hiszen a kordk fesziiltsége idében
allando (Uy, illetve nulla), kovetkezésképpen az aramerdsségek valtozasi sebessége is dllando kell legyen:

Il (t) = aj 'f, illetve I2 (t) = a - t.

(Felhasznéltuk, hogy a kondenzator kapacitasa jo nagy, ezért egy rovid id6 alatt a rajta levs toltés nem véltozik
meg szamottevden.) Irjuk fel az egyes tekercsekben indukalodé fesziiltségeket, majd ezek segitségével a primer és a
szekunder korben Kirchhoff huroktorvényét:

%—Llal —MGQZO,

—Mal - L2a2 =0.

(Kihasznéltuk korabbi eredményiinket, miszerint M = M'.) A fenti egyenletrendszert megoldva a primer tekercs
dramerdsségeére

Lt 1

T C  LiLy— M?

adodik. Ha ez az aram @ > 0 esetén negativ mennyiség lenne (vagyis a pozitiv toltési lemezhez kapcsolodo vezetéken
nem a lemeztdl el, hanem éppen a lemez felé folyna az aram), akkor a kondenzator toltése idGben egyre néne. A
kondenzator ebben az esetben ,magatol” feltdltGdne, elektrosztatikus energidja egyre ndvekedne. Ez ellentmond az
energiamegmaradas altalanos térvényének, kovetkezésképpen I7 /@ nemnegativ kell legyen. Ez a kovetelmény viszont
csak akkor teljesiil, ha

I

LiL, — M?* >0,

s éppen ezt akartuk belétni.

Két, egyméassal elektromagneses csatolasban levd tekercs kolesonds indukcioja —\/ LiLs és —i—\/ Ly Ly kozotti érté-
keket vehet fel. Emiatt célszerd M-et kv/Lq Lo alakban felirni, ahol k a tekercsek (vezetékek) csatolasanak erGsségére
jellemz6 dimenziotlan szam (—1 < k < 41). Ha pl. koz0s vasmagra tekercseliink két tekercset, akkor barmelyikiik altal
keltett magneses fluxus gyakorlatilag teljes egészében athalad a maésik tekercsen is; ilyenkor a csatolas erGs, k = +1
(az elGjel a tekercselés iranyatol fiigg). Egy tovabbi példa: egy nagyobb atmérdji szolenoid belsejébe egy masik, kisebb




szolenoidot helyeziink. A kolesonos indukeié ekkor is konnyen kiszamithato, s a csatolési tényezs |k| = \/A2/A1 < 1
lesz, ahol Ay a bels tekercs keresztmetszete, A; pedig a kiilsGé.

Hatas—ellenhatas (mechanikai analdgia)

A kolesonos indukeiok szimmetriajat (vagyis azt az Osszefiiggést, hogy az egyik tekercsnek a méasikra valo indukcios
hatasa ugyanolyan mértéki, mint a méasik tekercsnek az el6bbire valo visszahatasa) energetikai megfontolasok segitsé-
gével lattuk be. Hasonlo helyzet klasszikus (newtoni) mechanikdban is el6fordul, és ott is hasonlo jellegii érveléssel —
energetikai megfontolasok segitségével — lathatjuk be, hogy egy zart rendszer két része kozti bels6 erShatésok (erd és
ellenerd) azonos nagysagu és ellentétes iranyu vektorok kell legyenek.

Tekintsiink két testet, melyek kezdetben allnak, majd az egymaésra kifejtett er6hatasok kdvetkeztében egy egyenes
mentén gyorsulni kezdenek (6. dbra). Ha my és ma jeldli a testek tomegét, F' és F pedig a rajuk hato bels ercket,
akkor a gyorsulasuk a; = F/my és ag = F'/ma, valamely kicsiny ¢ id6 alatt elért sebességiik pedig v; = a;t (i = 1, 2).
A két test mozgési energidjanak megvaltozasa tehat ¢ id6 alatt

1 1 1 Ft\? 1 F't\?
Ao = ot + gmacd = g () s (2)
1 2

(Az ,,all0” kifejezés arra utal, hogy ezt az energiavéaltozast abban a koordinata-rendszerben észleljiik, melyhez viszo-
nyitva a testek kezdetben alltak.)

Képzeljiik most el, hogy az egész jelenséget egy —uvg sebességgel haladé vonatbol figyeljiik. Innen szemlélve a
kovetkezSket mondhatjuk: a két test mozgasi energidja kezdetben

1
FEy = §m1v§ + §m2v§

1 Ft\* 1 F't\?
E;=—-mq|vg+ — + =mo [ Vg — —
2 mia 2 mo

lett, a rendszer mozgasi energidnak megvaltozasa tehat

1 Ft\* 1 F't\?
AEﬂmozgc’) =FE —Ey=-m1|— + -—mo | — + (F — F/)t’Uo.
2 ma 2 mo

volt, ¢ id&vel kés6bb pedig

A kétféle megfigyels altal észlelt mozgasi energia valtozasnak meg kell egyeznie egymaéssal, hiszen AF-t a két test
tavolsagatol fiiggs helyzeti energia (pl. rugalmas energia, vagy elektrosztatikus energia) megvaltozasa fedezi, esetleg
kémiai energia felszabadulasabol (4gyu elsiitésébol) szarmazik; ezek mindegyike az allé és a mozgd megfigyels szamara
ugyanakkora. AFy 006 s AFE4n6 fentebb kiszdmitott értékei viszont csak akkor lesznek egyenlSek, ha

F=F,

vagyis a hatés és ellenhatas er6i egyforma nagyok.

Nem allitjuk, hogy ezzel az érveléssel ,levezettiik” Newton III. torvényét, hiszen felhasznéltuk az energiamegmaradés
tételét és a vonatkoztatasi rendszerek egyenértékiiségét, s ezek legalabb olyan fontos részei a klasszikus mechanikanak,
mint a hatas—ellenhatas torvénye. Nem szandékozunk fontosagi sorrendet megallapitani az emlitett fizikai torvények
kozott, csupan arra akarjuk felhivni a figyelmet, hogy ezek a térvények nem teljesen fiiggetlenek egymastol, valahol
mélyen kapcsolat van kozottiik. Néha az egyik, néha pedig egy masik fizikai torvény hasznalata a célszeriibb, tartozzon
a vizsgalt jelenség (megoldando feladat) akar a klasszikus mechanika, akar pedig az elektromagneses indukcié korébe.
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