Az alabbi dolgozatban rovid ismertetést szeretnénk nyujtani a differencidlgeometria egy nevezetes tételérsl, amely
Charles Eugene Delaunay francia matematikustol szarmazik 1847-bs1[ICh. E. Delaunay (ejtsd: déloné) (1816-1872)
csillagaszként is kivalo volt, els6sorban a Nap—Fold-Hold rendszer mozgasénak szamitésaval (az in. haromtest-problémaval)
foglalkozott. Tobb évtizeden keresztiil végzett nagyon pontos szamitasait nemrég szamitogéppel ellendrizték, és csak
néhany jelentékleten hibat talaltak benne. A tétel igen plasztikus leirdsat adja a hdromdimenzids euklideszi térben
mindazoknak az F forgasfeliileteknek, amiknek az in. Minkowski-gorbiilete allando, avagy — fizikai nyelvezetet hasz-
nalva — amelyek (legalabbis elvben) megvaldsithatok szappanhartyabol olymédon, hogy a hartya két oldalan kiilénbo6zé
légnyomést hozunk letreAE tétel szines illusztracioja disziti ezekben a hoénapokban a KéMal cimlapjat!

A tétel ismertetéséhez, majd pedig bizonyitasahoz sziikségiink lesz egy rovid bevezetdre a haromdimenzios térben
levg feliiletek (roviden: feliletek) differencidlgeometridjanak az elemeibe, valamint meg kell ismerniink a szappan-
hartyak sztatikdjanak az alapegyenletét. Mindezen feliil, a bizonyitasban felhasznaljuk a tomegpontok Newton-féle
mozgastorvényét és a kormozgas kinematikai leirasabol a centripetdlis gyorsulas fogalmat; mindezt azzal a céllal,
hogy bizonyos gorbiiletek kiszamitésat leegyszertsitsiik és szemléletesebbé tegyiik az Olvasé szdmara. Emiatt joggal
lesz mondhato, hogy az itt kovetkezs bizonyitas ,tiszta matematikai” értelemben nem 100%-ig teljes, cserébe viszont
béségesen karpotol benniinket a szemléletesség és a fizikai intuici6 felhasznélasa.

Feliiletek gorbiiletei. Minkowski-gorbiilet

A kovetkezs dolgokat bizonyitas nélkiil felhasznaljuk a differencidlgeometriabol:

Legyen F egy sima feliilet, ami athalad az O referencia ponton. A derékszogi koordindta-rendszer alkalmas elmoz-
gatasaval feltehets, hogy O éppen az origo és az F feliilet O pontbeli érint6 sikja a z = 0 egyenletd sik. A tér z tengely
koriili alkalmas elforgatésaval még az is elérhetd, hogy az F feliiletet legjobban (azaz harmadrendben kicsi hibéaval)
kozelits z = q(x,y) kvadratikus fiiggvénygrafikon egy

(/{13:2 + IQQyQ)

N =

(1) qz,y) =

un. diagonélis kvadratikus alakkal adhat6 meg, azaz olyannal, amelyre g-ban nincs vegyes masodrendd (zy-nal ardnyos)
tag.

MegjegyzésAz aproébetls ,,megjegyzések” nem tartoznak szorosan a cikk f6 gondolatmenetéhez, ezért a részletek
irant kevésbé érdekldd Olvaso elGszor nyugodtan atugorhatja ezeket. Az itt felléps k1 és ko szamokat az F feliilet,
annak O pontja, és a feliilet ,pozitiv oldalanak”, vagyis a z tengely irdnyanak kivalasztdsa egyértelmitien meghatarozza,
termeészetesen e két szam sorrendjétdl eltekintve.

A k1 és ko mennyiségeket a feliilet O-beli fégorbileteinek nevezik. E két szam szorzatat hivjak az F O-beli Gauss-
gorbiiletének, mig e két szadm Osszege a Minkowski—gbrbiiletHA Minkowski-gorbiilet (0sszgorbiilet) felét atlaggorbiilet-
nek is nevezik. A Gauss-gorbiilet (szorzat-gorbiilet) fontos szerepet jatszik az altalanos relativitdselmélet matematikai

megfogalmazasaban. Végezetill, a ¢(z,y) = = (k12?2 + koy?) diagonalis kvadratikus alakhoz tartozo x és y tengelyira-
glog g Y 5 Y g y tengely

nyokat az F feliillet O pontbeli fdirdnyainak nevezik.

Megjegyzések. 1. A {Giranyokban vett gorbiileteknek egyszert szemléletes jelentés is tulajdonithaté. Ezek a szamok
a feliiletet (a megadott irdnyokban haladva) a legjobban kozelit6 korok, az ugynevezett simuldkorok sugarainak recip-
rokai. Tekintsiik példaul a feliiletet az y = 0 sikban (2. dbra). A bejeldlt derékszogt haromszogre felirhatjuk Pitagorasz
tételét: (r; —q)?+2% = r?, ahonnan q(2r1 —q) = 2%, azaz ¢ < rq esetén q(z,y = 0) ~ x?/(2r;) adodik. Osszehasonlitva
a megadott kvadratikus alakkal lathato, hogy x1 = 1/r1, és hasonléan adodik, hogy ke = 1/r2.

2. Ha a feliilet valamelyik {6gorbiilete negativ, akkor a megfelel§ simulokor sugaranak reciproka a gorbiilet (—1)-
szeresét adja.

3. A feliilet pozitiv oldalanak, azaz a feliilet iranyitasdnak megvaltoztatasaval k1 és ko mindossze elGjelet valt, igy
tehat ugyanez torténik a Minkowski-gorbiilettel is, a Gauss-gorbiilet viszont valtozatlan marad.

A féiranyok és a f6gorbiiletek fogalmat egy masik, geometriai uton is megviladgithatjuk. Képezzik a felilet 7
normélvektorat (vagyis az érintGsikra meréleges, a feliilet ,pozitiv”’ oldala felé irdnyitott egységvektort) a feliilet O
pontjaban, illetve annak kis kérnyezetében. Ha az O referencia pontbol egy kicsiny Ar vektorral elmozdulunk a feliilet
(tehat lényegében az érintGsik) valamely kozeli pontjaba, akkor az ottani normalvektor — a feliilet gorbiiltsége miatt —

—
egy kicsit el fog térni az eredeti norméalvektortol (8. dbra). Jeloljiik ezt az eltérést An-nel. 7t hosszanak valtozatlansaga

- — — =
miatt An mer6leges 7i-re, tehat An is az érintGsikban fekszik. Vizsgéaljuk meg, mi a kapcsolat Ar és An kozott! Ezen
két vektor (mindketts infinitezimalisan kicsiny) nagyséaga ardanyos egymassal, de az iranyuk altalaban kiilonb6z6. Van

azonban az érintGsikban két olyan irany, amelyek mentén elmozdulva Ar és An parhuzamosak maradnak, tehat a
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kapcsolatuk igy fejezhet6 ki:
2) An = —r- A,

ahol k a megfelels iranyhoz (féirdnyhoz) tartozo fégorbilet. Belathato, hogy a két f6irany egymésra merdleges, és hogy
a fégorbiiletek a megfelels simulokordk sugarainak reciprokai.

Szappanhartyak Minkowski-gorbiilete

A mechanikabol ismeretes Laplace-nak a kdvetkezs, 1806-bol szarmazd tétele: Egy egyenstlyi helyzetben levs F
szappanhéartya esetében az F feliilet minden pontjaban

pt —p~ =a(k + k2),

ahol p™ és p~ az F hartya pozitiv illetve negativ oldalan mért gaznyoméas, o > 0 pedig csupan a hartyatol fiiggs
allando (4. dbra )AZ a alland6 éppen a folyadékhartya feliileti fesziiltsége (egységnyi szakaszon hato feliileti erd, vagy
ami ezzel egyenértéki: a hartya egységnyi feliiletére jutd energia). Tekintettel arra, hogy a szappanhartyanak 2 oldala
van, a megegyezik a folyadék (levegére vonatkoztatott) feliileti fesziiltségének kétszeresével. Igy tehat (a Ap = p+ —p~
nyoméskiilonbség allando volta miatt) a szappanhartyak mindig konstans Minkowski-gorbiilett feliiletek.

Megjegyzés. Az idézett tétel a kovetkezGképpen szemléltethets. Tekintsiik a feliiletnek kicsiny, a megfelel§ simu-
lokorok kozéppontjabol Agq, illetve Apo szogben latszo darabkajat (5. dbra). Ennek a feliiletdarabkanak kozelitsleg
r1Ap1 - 1o Ao a teriilete, a feliileti fesziiltség kovetkeztében tehat o - r1 Ay - 1o Ay energidval rendelkezik.

Képzeljiik el, hogy a feliilet valamilyen ok miatt az eredeti helyzetéhez képest egy kicsiny € tavolsagnyira elmozdul.
A megadott szogek alatt latszo feliilletdarabka nagysaga és ezzel egyiitt a hozza tartozo feliileti energia megvaltozik,
meéghozza

AEy =
=a-(r1+e)Apr - (ra+e)Aps —a-r11Apy - ToApy &
~a-(r+r2)Apr - Aps - ¢

mértékben. Masrészt a feliilet két oldalan levs gazok a Ap = p™ — p~ nyomaskiilonbség miatt
W =Ap-rApr - roAps - €

nagysadgu munkit végeznek. A munkatétel értelmében W = AEy. (Ha ez nem teljesiilne, akkor a feliilet valamilyen
iranyt elmozdulésa soran energia szabadulhatna fel, tehat a felillet nem lenne stabil egyensulyi helyzetben). Behe-
lyettesitve AE; és W kifejezéseit, majd kihasznalva a f6gorbiiletek és a gorbiileti sugarak kozotti kapcsolatot, éppen
Laplace tételét kapjuk.

A kérdés marmost az, hogy melyek az allandé Minkowski-gorbiiletii forgésfeliiletek, azaz mely forgasfeliiletek hoz-
hatok létre (legalabbis elvben) szappanhéartyabol? A valaszt Delaunay méar emlitett tétele adja meg:

TETEL Az dllandé Minkowski-gorbiletd forgdsfeliletek gy szdrmaztathatok, hogy eqy S sik e egyenesén gorditink
eqy C kipszeletet, majd pedig C-nek a kivdlasztott Fy fokusza dltal leirt v gorbét megforgatjuk az e egyenes koril. Az
igy kaphatd -k dltal séport F feliletek a keresett forgdsfeliiletek.

Megjegyzések. 1. Az alabbiakban mi csupan az ellipszisek gorditésével nyerhets F feliiletekrdl latjuk be azt, hogy
azok allando Minkowski-gorbiilettiek. A dolgozat végén rovid utaldsokat tesziink arra, hogy az egyéb kupszeletek esete
miként targyalando, illetve hogy azoknak milyen sajatossagaik vannak.

2. Azzal nem foglalkozunk bGvebben, hogy a fenti eljarassal miért is kaphato meg az 6sszes, kivant tulajdonsagu
forgasfeliilet. Ezt a megfelels differencialegyenlet felirasaval és a szabad paraméterek analizisével kaphatnidnk meg.

Forgasfeliiletek fégorbiiletei

Forgassuk meg az y = f(z) grafikont (itt f egy pozitiv, sima fiiggvény) az x tengely koriil. Igy kapjuk az F
forgé,sfelﬁletetﬁ f(z) grafikonjat az F feliilet vezérgdrbéjének nevezik.

Bizonyitas nélkiil felhasznéljuk a differencidlgeometridboél a kovetkezs, egyébként eléggé szemléletes eredményeket:
Az F felillet Fy = (x0, yo)-pontbeli f6iranyait az alabbi egyenletrendszertd egyenesek adjak meg:

T = Zo, Y = Yo,
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tehét z tengellyel parhuzamos egyenes, illetve

z=0, y—yo=/f(0)(x— o),

ami nem mas, mint a vezérgorbe F; pontbeli érint(ijeﬂ f'(xo) az y = f(z) fiiggvény x¢ pontbeli differencialhanyadosét
(derivaltjat) jeloli, ami kozelitSleg Ay/Ax modon is kiszamithatd. A tovabbiakban — a differencidlszamitasban nem
eléggé jartas Olvasok kedvéért — nem tesziink kiilonbséget a derivalt és a differenciahanyados kézott, ez utébbit azonban
mindig ,infinitezimalisan kicsiny” mennyiségek aranyaként értjiik.

Az elsének megfelels 1 f6gorbiilet r1 = 1/k1 reciproka (vagyis a gorbiileti sugér) az

(3) 1= yo/ 1+ (f'(20))?

képlettel, mig a masik f6gorbiilet ro = 1/k4 reciproka az

, 3/2
@ BT

| f"(20)

formuléval kaphato megBf” az f(z) fiiggvény masodik derivaltjat jeldli.

(Vigydzat: f” > 0 esetén a kétféle gorbiilet ,ellentétes iranyd”, emiatt Laplace tételében ellentétes elGjellel veendsk
figyelembe.)

Megjegyezések: 1. ro éppen az y = f(x) grafikon Fi = (zo,yo) pontbeli simulokorének sugara, mig 1 éppen az
Fy pont tavolsaga az y = f(x) gorbe Fj-beli norméalisanak az x tengellyel vett @ metszéspontjatol. A kdnnyebb
érthet6ség kedvéért megemlitjiik tovabba, hogy a @ kézéppontu, m sugart gomb méasodrendben (azaz harmadrendtien
kis hibaval) simul az F feliilethez az = o,y = yo egyenes iranyaban.

2. A (4) formula konnyen igazolhato6 a kovetkezd, fizikai gondolatmenettel. Tekintsiik egy tomegpont sikbeli, 7(¢) =
(z(t),y(t)) = (¢, f(t)) vektorfliggvénnyel leirt mozgasat, ahol ¢ az id6 paraméter. (Ez az x tengely iranyaban egységnyi
sebesség, tehat egyenletes, y irdnyban pedig megadott modon valtozo mozgas.) Ennek a mozgésnak a sebességvektora
d(t) = (1, f'(t)), gyorsulasa pedig a(t) = (0, f”(t)). Képezziik ezutén az @(t) gyorsulasnak a skaléris szorzatat a v(t)-re
mer6leges, alkalmasan irdnyitott

fi(t) = = (f'(£), 1) = —— (f'(t), ~1)

(1+ (®)%)

egységvektorral, azaz vegylik a gyorsuldsnak a sebességre merdleges komponensét! A megfelel6 kormozgassal vett
analogia alapjan ez a skalaris szorzat nem egyéb, mint |#(t)|? /72, ahol ro éppen a fiiggvény grafikonja simulokorének
a keresett sugara. A mondott egyenlGséget felirva és ro-re megoldva kapjuk (4)-et.

3. A kovetkezd fizikai érveléssel szemléltethetjiik, hogy a forgasfeliiletek 6sszgorbiilete valoban a fentebb megadott
r1 és (a megfeleld elGjellel vett) ro reciprokénak Gsszege.

Vagjuk el a felilletet az x tengelyre merglegesen két kozeli sikkal (7. dbra). Az igy adodo ,abronces” feliilete
2myoraAp, ahol Ay a vezérgbrbe kimetszett kicsiny AB szakaszanak latészoge a simulokér O kdzéppontjabol néz-
ve.

Gondoljuk meg, mi torténik, ha a vezérgorbét a szoban forgd AB szakaszon egy kicsiny e tavolsaggal kozelebb
hozzuk a vezérgdrbe simulokorének O kozéppontjahoz (az A’B’ pontokig), majd az igy adodo (eldeformalt) gorbét
forgatjuk meg az z tengely koriil. Az abroncs feliilete egy kicsit megvaltozik, méghozza két ok miatt: egyrészt az
AB = ryAp tavolsag lecsokken eAp-vel, masrészt az abroncs ,sugara” yo-rol 4o + € cos -re novekszik. Igy a feliilet
nagysaga

(ro —e)Ap - 2m(yo + e cosp) — ra Ay - 2wy ~

~ 21 Ag (ro cos p — yo)

a feliileti energia pedig
AE; = ae2n Ay (12 cos ¢ — yo)

értékkel megvaltozik. Masrészt a gorbe eltorzitasa miatt a vizsgalt térrész térfogata is egy kicsit megvaltozik. A térfogat
novekedése kozelitSleg a bevonalkazott teriilet és az abroncs keriiletének szorzata, tehat

AV =€ -roAp - 2my.

Ha a feliilet két oldalan levs gazok nyomaskiilonbsége Ap, a taguldsi munka W = Ap-AV. Az egyensuly feltétele most

is AEy = W, ahonnan
1 1 1
Yo T2 L2

T
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adodik. Osszehasonlitva ezt az eredményt a Laplace-torvénnyel (és megfontolva a gorbiiletek elGjelét) lathatjuk, hogy
a Minkowski-gorbiilet valoban a megadott kifejezéssel egyenls.

4. A f6gorbiiletek (2) definicidja alapjan is be lehet latni, hogy a forgasfeliiletek Gsszeggorbiilete valoban az (3) és
(4) osszefiiggésekkel megadott sugarak reciprok-sszege. Vegyiik fel a forgasfelillet normalvektorat a 6. dbrdn lathato
Fy pontban, majd nézziikk meg, hogyan valtozik a normalvektor, ha kicsit kimozdulunk az F; pontbdl. A vezérgdrbe
mentén mozogva An nyilvan aranyos az elmozdulasvektorral és az ardnyossagi tényez6 nagysaga (a simulokor sugaranak
definicidja alapjan) 1/7s.

Ha viszont a normalvektor talppontjat az = tengely koriil (egy yo sugard kor mentén) mozgatjuk el egy kicsit, a
norméalvektor végpontja egy cos¢ sugard kor mentén mozdul el (hiszen ekkora a norméalvektor y komponense). Az
elmozdulasok aranya (vagyis a gorbiilet) a megfelels korok sugarainak aranyaval egyezik meg:

cos ¢ 1

K1 = —.
Yo ™

A szamolas

Guritsuk tehat a C ellipszist az e egyenesen a 8. dbrdn lathatdo modon: Szokés szerint a féltengelyek hosszéat a-val és
b-vel jeloljitk (0 < b < a), ¢ = v a? — b? a fokuszoknak az ellipszis kézéppontjatol mért tavolsaga. Az Fy kivalasztott
fokusz leirta v gorbét forgatjuk meg az e egyenes koriil, és igy kapjuk az F forgasfeliiletet. Legyen @ a C ellipszis és
az e egyenes kozos érintési pontja (ami az e egyenesen ,jobbra” mozog), valamint x a véltozo |F1 Q| tavolsag. Jelolje
tovabba s a mozgd () pontnak az e-n levs, rogzitett O referencia ponttol mért tavolsagat, ami nem egyéb, mint a C

ellipszisen mozgd () pontnak az ellipszisen mért ivhossz paramétere. Végezetiil legyen a QF; vektor és az e egyenes 7
(C felé mutatd) normalisa altal bezart sz6g a valtozo .

1. A cos g kifejezése.
A QF1F, héromszog 2¢ szogére vonatkozd koszinusztétel szerint
4c? = 2% + (2a — )* — 22(2a — x) cos 2¢.

Felhasznalva a cos 2¢ = 2 cos® ¢ — 1 azonossagot, az egyenletet rendezve és a tovabbiakban hasznos

1
() u=
cos
mennyiség négyzetére megoldva
2 1 2

(6) u :a2_62(2ax—x)
adodik.

2. Valtozasi aranyszamok kiszdmitdsa.

Elemi geometriai észrevétel (9. dbra), hogy az x = |QF}| tavolsag s ivhossz szerinti megvaltozasi ratija éppen
sin ¢, azaz

Az

7 — =siny,
(7) s ©

a p szog alkalmas, elGjeles értelmezése mellett.
Irjuk fel a (6) egyenletet egy kicsit megvaltozott u + Au és x + Ax értékekkel, majd vonjuk ki belsle az eredeti
egyenletet. A kicsiny mennyiségek négyzetének elhanyagolasaval

1
(8) ulAu = m(a —z)Ax
adodik.
Masrészt a 10. dbrdrdl leolvashatjuk, hogy Au = tg puly, azaz
A
(9) A_Z’ = u?sin .

Osszevetve a (7), (8) és (9) egyenleteket, tovabba felhasznalva (5)-6t és (6)-ot is végiil azt kapjuk, hogy

(10) Bs _As Av Au_ 20z —a
Ap Az Au Ap (a—=z)cose’



Megjegyzés. Ugyazezt az eredményt természetesen megkaphatjuk a differencidlszamitas Osszefiiggéseinek alkalma-
zasaval is. Ha derivaljuk (6)-ot az s véaltozo szerint, felhasznéljuk (5)-t és a ,lancszabélyt”, tovabba a (7)-nek megfelels
2’ (s) = sin p Osszefiiggést, némi szdmolas utan (10)-hez jutunk.

3. A ko gorbiilet kiszamitdsa.
1 1

——— = —. Szamitsuk most ki a v gérbe Fi-beli

Q| =

1
simulokorének ro = — sugarat, hogy megkaphassuk a ko f6gorbiilet értékét is!
K

A forgasfeliiletek f6gorbiileteirdl korabban mondottak szerint k1 =

Vegyiik el6szor is 2észre, hogy minden egyes pillanatban az F1@Q) egyenes meréleges az Fy pont leirta « gorbére.
Ez ugy lathato be a legegyszertibben, hogy az F; és @) pontokat egy pillanatra tgy interpretaljuk, mintha azok az
ellipszis alakt lemez peremeére festett pettyek volnanak, és e két felfestett pont mozgasat, pontosabban a sebességeiket
vizsgaljuk. Az ellipszis gordiilése miatt a felfestett @ pont sebessége nulla, valamint az FyQ szakasz hossza allando.
Ebbé6l mar kovetkezik, hogy az F; pont sebessége merdleges az F1(Q) egyenesre.

Teljen el egy kicsiny id6, mialtal a @ pont menjen &t a @', az Fy pont pedig az F| pontba (11. dbra)! Az ro
gorbiileti sugar — definici6 szerint — az F1Q és F; Q' egyenesek (amik a v gorbe normélisai) H metszéspontjénak és az
F, pontnak az elGjeles tavolsaga. A Q' QH kicsiny haromszdgben a H-nal levs szog éppen —Agp, a vele szemben fekve
oldal As, mig a @ cstcsnal levs szog (7/2) — . Igy tehat a szinusztétel értelmében és (10) szerint

As - cosp As 2ax — x?
H~QH=——"—"LTr~—-—— =7
@A~ @Q sin(—Agp) Ap R r—a ’
tovabba )
1 2ar — ax
— =rg=z+|QH|=2+ = .
Ko T —a T—a
Innen és a k1 = 1/x azonossagbol azonnal latszik, hogy
L )
K1+ ko = — = allando,
a

s éppen ezt akartuk bizonyitani.
A 12. dbra kvalitativ képet ad a « gorbe alakjarol. Latszik, hogy ~ fel-ala ,hullamozva”, periodikusan halad az e
egyenes iranyaban; a peridédus hossza éppen a C ellipszis keriilete.

Zar6 megjegyzések (bizonyitasok nélkiil)

2 2

1. A hiperbola esete. Az % — 22—2 = 1 hiperbolanak az e egyenesen valo gorditése soran az Fi(v/ a? + b2,0) fokusz
leirta v gorbét az e egyenes koriil megforgatva a konstans —1/a Minkowski-gorbiilettd F forgasfeliiletet kapjuk. Ennek az
igazolasa az ellipszis esetéhez teljesen hasonlé moédon térténhet, minddssze a sziikséges elGjelcseréket kell végrehajtani
a megfelels képletekben. Két dologra azonban kiilonos figyelmet kell forditani a hiperbola esetében:

a) Amikor a gordiils hiperbolanak az e egyenessel valé @) érintkezési pontja hataratmenetben kimegy az egyik
hiperbola-ag ,végére”, akkor a hiperbola az egyik idealis pontjaban érinti az e egyenest, azaz az e egyenes lesz az
egyik aszimptota. [lyenkor a gorditést logikusan ugy kell folytatni, hogy attériink a hiperbola mésik dgéara, mikézben
a kivalasztott fokuszt — természetesen — valtozatlanul hagyjuk.

b) A v gorbe hurkolt lesz ugyan, de tovabbra is periodikusan az e egyenes irdnyaban halad, amint azt a 13. dbra
kvalitativan mutatja. Vigyaznunk kell azonban a Minkowski-gorbiilet elGjelezésévell A ~ gorbének tovabbra is az
e egyenes felSli oldalat (azaz az F belsejének megtelel¢ oldalt) deklaralva pozitiv oldalnak, a Minkowski-gorbiilet
negativ: k1 + k2 = —1/a < 0. Ez azt jelenti, hogy (az egyszertiség kedvéért) az e egyenes koriil nulla gaznyomast véve,
a szappanhartya egyensilyban tartasdhoz p > 0 kiilsé nyomas, a hurkok altal bezart térrészekben pedig 2p nyomés
sziikséges, alkalmas p értékkel.

2. A parabola. Ez az egy idealis ponttal rendelkezs kapszelet, ami ugy is felfoghato, mint egy a = oo fél nagyten-
gely hosszu ellipszis, azaz 1/a = 0 lesz. Ennek megfelelGen, a parabolék gorditésekor kaphato F feliiletek lesznek a
nulla Minkowski-gorbiiletii (az Gn. minimal- ) forgasfeliiletek. Az ilyen feliiletek egy hasonlosag erejéig egyértelmiien
meghatarozottak és a neviik: katenoidok. A név eredete a latin catena (jelentése: lanc), mivel a megfelels v gorbék az

2
Y= gch—x egyenletii ugynevezett ldncgdérbék, ahol p a parabolank paramétere, chz = (e +e~%)/2 pedig a hiperbolikus

koszinusz fiiggvény. A lancgorbe elnevezés onnan szarmazik, hogy a két pont kozott fliggs, homogén tomegeloszlasa
lanc ilyen alakot vesz fel.

3. A kor. Ekkor kapjuk a hengerfeliiletet.

4. Az egyenes szakasz, mint elfajult ellipszis. A 2a hosszusagu egyenes szakasz felfoghato, mint egy 2b = 0 kistengely-
hosszu elfajult ellipszis, a szakasz két végpontjaval, mint fokuszokkal. Vildgos modon ekkor az F feliilet 2a sugara
gbmboknek egy végtelen filizére lesz: a gdmbok kozéppontjai egymastol 4a tavolsagra lesznek felftizve az e egyenesre.
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