Az alabbi problémak megoldasdhoz analizisb6l vett eszk6zoket hasznalunk. Ezek a feladatok kozépiskolas didkok
szamara, is hozzéaférhetSek, és jelentGsen mélyithetik a fliggvény és a folytonossag fogalmat.

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely korldtos, konvex sikbeli alakzat adott irdnyu egyenessel két eqyenld teriletd részre
vaghato szét.

Megoldas. Az 1. dbrdn e az adott irannyal parhuzamos egyenes, e; és e pedig ugyanilyen iranyu tamaszegyenesek.
Legyen P az e; egyenes és a konvex alakzat kozos pontja, P és e tavolsdgat pedig jeloljiikk x-szel. Az e egyenes az
alakzatot két részre vagja, legyen a két rész teriilete az abra szerint ¢(x) és t1(z). Feltehetjiik, hogy t(z) < ¢1(z), azaz
t(z) —t1(x) < 0. Ha e és ey tavolsaga x1, akkor nyilvan ¢(x1) — t1(z1) >0. Ezért, ha ¢(x) és t1(x) z-nek folytonos
fiiggvényei, akkor Bolzano tételd] szerint az (x;21) intervallumban van olyan xg, amelyre t(zg) — t1(x0) = 0, ami a
feladat allitasat jelenti. Megmutatjuk, hogy ¢(x) (és t1(z)) folytonos fliggvénye z-nek.

€

Ehhez definicié szerint azt kell belatnunk, hogy tetsz6leges € pozitiv szdmhoz taladlhatd olyan § > 0, hogy minden
Az < 0 esetén |t(x + Az) — t(z)| < e. A korlatossag feltétele szerint létezik olyan R sugaru kor, amely a konvex
alakzatot magéba foglalja. Ezért

[t(z + Az) — t(z)| < 2RAz < 2R <,
€
ha 6 = 57 ]

Feladat. Bizonyitando, hogy a feladat allitdsa adott irdnyd egyenes helyett adott ponton &dtmend egyenessel is

érvényes.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden korldtos, konvex sikbeli tartomdnyhoz létezik két egymdsra merdleges egyenes, ame-
lyek a tartomdnyt négy egyenld teriletd részre vagjdak.

Megoldas. Legyenek e; és ea a konvex halmaz teriiletét felez6 egymasra meréleges (iranyitott) egyenesek. Ilyenek
az el6z6 feladat szerint léteznek. Jeloljiik az e; és az x tengely sz6gét a-val, az ey és eo 1étrehozta négy sikrész teriiletét
t;(a)-val, és hasznaljuk a 2. dbra tovabbi jeloléseit is. Tekintve, hogy ¢1(a) + t2(a), valamint t3(r) + t3(c) is a konvex
alakzat teriiletének a fele, t1 () = t5(), és hasonloan ta(a) = t4(a). Ezért a feladat allitasanak igazolasédhoz elegend6
megmutatni, hogy van olyan «q szdg, amellyel t1(ag) = ta(ap). Ha a mar ilyen, akkor készen vagyunk. Egyéb esetben
feltehetjiik, hogy ¢1(a) > ta(a), azaz t1(«) — t2(c) > 0. Forgassuk el ej-et és eo-t 90°-kal ugy, hogy ekdzben mindig
teriiletfelez6 egyenesek maradjanak.

LA cikk megjelent a Polygon folyoirat 1992. méajusi szaméaban (115-123. o.)
2E tétel a kovetkez6t allitja: ha f az [a, b] intervallumon folytonos fiiggveny, akkor ott f minden f(a) és f(b) kozotti valos értéket felvesz.



Ekkor ¢1(a + 90°) = t4(«), ta(a 4+ 90°) = t1(a), és igy
tl(a + 900) — fz(Oé + 900) = fz(a) — tl(a) < 0.

Azt nyertiik, hogy a t1(«) — ta(«) fliggvény az [o; o + 90°] intervallumban eljelet valt. Ezért, feltéve, hogy ¢1(a)
és ta(a) folytonos, Bolzano tétele szerint létezik olyan ag, amellyel t1(ag) = ta2(ag). Forgassuk el ej-et és es-t egy
A« szoggel. Az elforgatott egyenesek e} és ey, Megmutatjuk, hogy pl. ¢t;(«) folytonos. Ehhez meg kell becsiilniink

(2R)? - A«

ti(a 4+ Aa) és ti(a) kilonbségét. Az abran bevonalkézott teriiletek mindegyike kisebb -nél, ahol R egy

olyan kor sugara, amely magéba foglalja a konvex alakzatot. Ilyen kor a korlatossag kovetkeztében 1étezik. Konnyen
belathaté, hogy

(2R?) - A«

|t1(a+Aa)—t1(a)|<4f<£, ha Aa < ——

YiD <4, ahol £>0m
3. Bizonyitsuk be, hogy barmely korldtos sikbeli ponthalmaz belefoglalhato egy négyzetbe ugy, hogy a négyzet mind-
eqyik oldaldn van az alakzat hatdranak pontja.

Megoldas. Elgszor konvex tartoméanyokra bizonyitjuk az allitast. Legyenek a konvex alakzat tdAmasztéglalapjanak
oldalai a(7y), b(y), ahol v az a oldal egyenesének az x tengellyel bezart szoge (3. dbra).

Itt folhasznaljuk azt a tényt, hogy korlatos sikbeli ponthalmaz belefoglalhatd két adott irdanya tamaszegyenes
kozotti savba. Ha a(y) = b(y), akkor a feladat allitasa igaz. Tegyiik fel ezutan, hogy a(y) > b(v), azaz a(y) —b(y) > 0.
Tekintsiik a v + 90° sz0ghoz tartozd tamasztéglalap oldalait:

a(y+90°) = b(v);  b(y+90°) = a(y).
Ezekbsl
a(y +90°%) — b(y +90°) =b(y) —a(y) < 0.

Ezért, ha a(v) és b(y) folytonos, akkor Bolzano tétele szerint a [y; y+90°] intervallumban létezik olyan g hely, amelyre
a(vo) — b(y0) = 0, tehéat a tamasztotéglalap négyzet.

Ha a ponthalmaz nem konvex, akkor konvex burkéra létezik koriilirt négyzet. Mivel egy alakzat konvex burka
éppen a tamaszegyenesei altal meghatéarozott félsikok kozos része, a konvex burok minden tamaszegyenese az eredeti
alakzatnak is tAmaszegyenese. Ezért a konvex burok koriilirt négyzete az eredeti alakzatnak is koriilirt négyzete. B

Feladat. Mutassuk meg, hogy a(y) és b(y) a y-nak folytonos fiiggvénye.

4. Bizonyitandd, hogy a sik bdrmely korldtos, konvex halmazdhoz taldlhato olyan egyenes, amely a konvex alakzat
teriiletét és hatdrvonaldt is felezi.

Megoldas. Legyen a halmaz hatarvonalanak hossza k. Legyen P(z) az a pont, amelyre rogzitett P és P(x) kozotti
k
kisebbik keriilet darab hossza xz, ahol 0 < z < 3 Legyen a P(x)-szel szemben levs pont Q(x), ami azt jelenti, hogy

a két pontot Osszekotd (iranyitott) egyenes a konvex halmaz hatarvonalat két egyenld hosszi részre vagja. Ennek az
egyenesnek a ,,jobb” oldalan 1év6 teriiletrész legyen T)(z), a masik Ty(z) (4. dbra). Ha T;(z) = Tp(x), akkor a feladat
allitasa igaz. Egyébként feltehets, hogy pl. T;(0) — T,(0) > 0.



Q(z)
Mivel

T; <g> =T(0) és Ty <g> =T5(0),

7 (g) 7, (g) — TH(0) = T;(0) < .

Igy, ha T;(z) és Tp(x) x-nek folytonos fiiggvényei, akkor Bolzano tétele szerint létezik olyan x¢, amelyre T;(zo) —
Ty(zo) = 0. Az xp-hoz tartozo P(zo) és Q(xo) pontokat 6sszekots egyenes a konvex alakzat teriiletét és keriiletét is
felezi.

azért

Be kell még bizonyitanunk, hogy T)j(x) (és Tp(x) is) z-nek folytonos fiiggvénye. Hasznaljuk az 5. dbra jeloléseit. A
P(z), P(xg) pontok és a veliik szemkoztiek belefoglalhatok egy |z — x| szélességii és 2R hosszisagu téglalapba, ahol
|z — 20| & P(z) és P(xo) kozotti keriilet darab hossza, R pedig egy a konvex halmazt magaba foglalo kor sugara. Mivel
T;(x) megvaltozasa a bevonalkazott teriiletek kiilonbségeinek abszolut értéke, érvényes a kdvetkezd becslés:

|T;(x) — Tj(xo0)| < |x—x0| - 2R <&,

ha |z — o] < % =4, ahol € > 0. Tehat T;(x) valoban folytonos. B

Megjegyzés. Ebben a feladatban — és az elgbbiekben is — folhasznaltuk, hogy korlatos, konvex sikbeli alakzatnak van
teriilete. Az 1. feladatban a konvexség feltétele csak a teriilet létezése miatt kellett. Ebben a feladatban folhasznéaltuk
azt is, hogy korlatos és zart, konvex sikbeli alakzat hatarvonala mérhetd.

5. Van-e olyan sik, amely egy adott tetraédert két egyenld felszinid és térfogati részre vdig szét?

1. megoldas. Elgszor bebizonyitjuk, hogy a tetraéder két szemkozti élének felezSpontjan atmend sik felezi a
tetraéder térfogatat. Két esetet kiilonboztetiink meg.

a) Legyen az ABCD tetraéder AB élének felezSpontja F, a CD él felez6pontja pedig G (6. dbra). Az E és G
pontokon dtmendé C'ED sik a tetraédert két egyenls térfogata részre vagja. Ugyanis a C'E sulyvonal felezi az ABC
haromszog teriiletét, ezért az AECD és EBCD tetraéderek AEC és EBC alapteriilete megegyezik, tovabbé egybeesik
a D-bél huzhaté magassaguk is.



b) Forgassuk el a CED sikot az EG egyenes koriil. Az elforgatott sik a tetraédert az EFGH négyszoghen metszi.
Azt allitjuk, hogy az elforgatott sik is felezi a tetraéder térfogatét. Tekintsiik az EBC D tetraédert. Ebbdl az elforgatott
sik egyrészt levagja az EF'G alapu C cstcst galat, masrészt hozzaveszi az EGH alapu D cstcsu gualat. Mivel a tetraéder
AD és BC éle egy-egy EG-vel parhuzamos sikba foglalhato, az F' és H pontok egyenld tavolsagra vannak FG-t6l.
Ezért az EFG és az EGH haromszogek teriilete egyenlS. Tekintve, hogy a G pont a CD él felez6pontja, a C és
D pontoknak az FFGH siktol valo tavolsaga ugyanakkora, ezért az emlitett két gila magassiga is egyenls, tehat
térfogatuk egyenls. Ez azt jelenti, hogy az elforgatott sik felezi a tetraéder térfogatat. A CED sik GFE koriili forgatasa
kozben pl. az F' pont a DA szakaszon mozog A felé. Ha F egybeesik A-val, Gjra el6all a megoldéas a) részében leirt
helyzet. Ha az ABG sikot EG koriil tovabb forgatjuk, a megoldas b) részében leirtak ismétlédnek.

Tekintsiink ezutan egy, a tetraéder térfogatat felezs S sikot. A két résztest felszine — a metszetlap teriilete nélkiil
— legyen A;(y), illetve Aa(y), ahol v S-nek és egy rogzitett siknak a hajlasszoge. Ha A;(y) = Aa(7y), akkor készen
vagyunk. Tegyiik fel ezutan, hogy A1(y) > Aa(v), azaz A1(vy) — Aa(y) > 0. Forgassuk el S-et a tetraéder két szemkozti
élének felezSpontjat osszekots egyenes koriil 180°-kal. Ekkor A (v + 180°) = Aa(7y) és A2(vy + 180°) = A;(7), hiszen
az S sik 180°-os forgatas utan onmagéaba megy at. Ezért

Ar(y+ 180°) — Az (v + 180°) = As(y) — Ai(7) < 0.

Feltéve, hogy A;(v) — As(y) folytonos, Bolzano tétele szerint lesz a [0°; 180°] intervallumban olyan +q szdg, amelyre
A1(v0) = Az2(v0) = 0, tehat Ai(v0) = Az(70). W

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy A;(7y) és A2(vy) ~-nak folytonos fiiggvényei.

2. megoldas. A feladat elemi tton is megoldhat6. Az elemi megoldasnak tovabbi szépsége, hogy megad egy olyan
sikot, amely a tetraéder felszinét és térfogatat is felezi, mig az els6 megoldasban csak létezést bizonyitottunk.

Legyen a V térfogati, A felszint tetraéder beirt gémbjének kézéppontja O. Az O pontot a csticsokkal 6sszekotve a
tetraédert olyan guldkra bonthatjuk, amelyek alapteriilete a tetraéder egy-egy lapja, magassaga pedig a beirt gomb r

sugara. Ezeknek a galdknak a térfogatat Osszeadva a tetraéder térfogatat kapjuk. Ezért V = TT Vegyiink fel ezutan

egy O-n atmend tetszdleges sikot. Ez a sik a tetraédert egy Vi, illetve V5 térfogati részre vagja, legyen a Vi térfogatiu

testhez tartozoé felszinrész Ap, a mésik As. A szoban forgd sik az el6bb emlitett gulak némelyikét nem metszi, masokat
Al T, V- A2 -r
es Vo = .

pedig két O cstcsa gulara vag szét, ezért V, =
Az 1. megoldasban bebizonyitottuk, hogy a tetraéder két szemkozti élének felezépontjan dtmend sik felezi a tetra-

éder térfogatat. Tekintsiik azt a sikot, amely két szemkozti él felezGpontjan és az O ponton megy at. Ez a sik felezi a
tetraéder térfogatat, azaz V3 = Va, ezért az el6bbi képletekbdl A1 = Ao B

6. Bizonyitsuk be, hogy a tér barmely korldtos, konvexr halmazdhoz taldlhato olyan sik, amely a test térfogatdt és
felszinét is felezi.

Megoldas. A feladat megoldasat az Olvasora bizzuk. Mutassuk meg, hogy a tér egy adott egyenesén atmend
sikok barmelyikéhez talalhatd vele parhuzamos sik, amely a korlatos, konvex halmazt két egyenls térfogata részre
vagja. Egy ilyen sik és a 180°-os elforgatottja egybeesik. (Mindig csak olyan sikokat tekintiink, amelyek az adott
egyenesre illeszkedd siksor valamelyik elemével parhuzamosak.) A [0°;180°] intervallumban lesz olyan szog, amellyel
egy, a térfogatot felezs sikot elforgatva, az elforgatott sik a felszint is felezi. Végiil meg kell mutatni, hogy a felszin a
forgatas szogének folytonos fiiggvénye.

Bogdan Zoltan



