A feladat annak a bizonyitasa volt, hogy a tort egyetlen n egész szam esetén sem egyszerﬁsitheté."ﬂ

14n + 3
Egy tort egyszeriisithetGsége azon mulik, hogy mi a szamlalo és a nevezd legnagyobb kozos osztdja. A gondot az

jelenti, hogy egy ,valtozd” szam is szerepel. Ennek kovetkeztében lehet, hogy bizonyos esetekben nincs 1-t61 kiilonb6zé
kozos oszt6, maskor meg van.

Mindenekel6tt gondoljuk végig, miképpen lehet két szdm legnagyobb ko6z0s osztojat meghatarozni. Erre a legjobb
és leggyorsabb modszer az ugynevezett Fukideszi algoritmus, amelyik a maradékos osztason alapszik. A maradékos
osztas a kovetkezSképpen szol:

Ha adott az a és a 0-tdl kilonbozd b egész szdam, akkor mindig léteznek olyan q és r egész szdmok, hogy |r| < |b|, és
fenndll az a = q- b+ r egyenldség.

Maga a felirt egyenlGség igen érzékeny a legnagyobb kozos osztora (mindjart kideril mely szamokéra). Tegyiik fel,
hogy d osztdja a-nak és b-nek: a =d-ay és b=d-by. Ekkor r = d- (a1 —q-b1), azaz d b-nek és r-nek is k6z6s osztoja.
Ha viszont d; a b-nek és az r-nek kozos osztoja, azaz b = dy - by és r = dy - o, akkor a = dy - (¢ - by + r2). Eszerint
az (a, b) par kozos osztoi ugyanazok, mint a (b, r) péar kozos osztoi. Ez a megéllapitas természetesen nem fiigg attol,
hogy léteznek-e legnagyobb kozos osztok.

Ha most a maradékos osztést a b és r szamokra végezziik el, akkor a kapott 71 maradékra ismét teljesiil az |ri| < |r;
tovabba az is, hogy az (r, 1) par osztoi megegyeznek a (b, r) par osztoival; és igy ugyanazok, mint az eredeti (a, b)
par osztdi. Mivel pozitiv egészek csokkend sorozata csak véges lehet, ezért az eljaras egyszer véget ér. A legvégiil kapott
maradékra csak 0 adodhat. Az el6z6 maradékot jelolje rs4 1. Ekkor ennek és 0-nak a kozos osztoi ugyanazok, mint az
(a, b) parnak. Tekintettel arra, hogy 0-nak minden szam osztdja, ezért rs11 lesz a két adott szdm legnagyobb kozos
osztoja.

Az eljaras sordn még valami 6roklédik 1épésrol 1épésre. Az els6 két szam felirhato, mint a és b Ggynevezett egész
egyiitthatos linedris kombindcidja: a = a-1+b-0ésb=a-0+b-1. Ez a tulajdonsag is végig 6roklédik. Ha valamelyik
két maradék (b a ,nulladik” és a a ,;minusz egyedik" maradék) ilyen alakd, akkor a kévetkezs is ilyen alaku lesz. Legyen
re_1=aTi—1 +by_1 ésry=a-xy+b-y. Az ri_q1 = qry + rig1 Osszefiiggéshdl:

T =0 T +b- g1 —qla-z+b-y) =a- (-1 — qre) + 0 (Y1 — @)

adodik; ami éppen a kivant alakua feliras.

Megjegyezziik, hogy hasonlé eljaras létezik példaul racionélis vagy valos egyiitthatés polinomok esetében is: adott
f(z) és 0-t6l kiilonbozs g(x) polinomokhoz létezik olyan ¢(z) és r(z) polinom, amelyekre f(x) = q(z)g(z) + r(z), de
itt nem az abszolut érték, hanem a fokszam csokken az eljards lépéseiben: gr(r(x)) < gr(g(x)), vagy r(z) = 0, az
azonosan 0 polinom. (Ez utobbira azért van sziikség, mert az azonosan 0 polinomnak nincs foka.)

Ezt az eljarast nevezik Fuklideszi algoritmusnak. Ennek eredményeként azt lattuk be, hogy az a és b egész szamok
d legnagyobb ko6zos osztéjat d = ax + by alakba irhatjuk.

Az altalaban igaz, hogy az + by mindig oszthatdé a és b minden kozds osztdjaval. Ha azonball nem  konkrét"
szamokrol van szé, akkor nem feltétlen kapjuk meg a legnagyobb kozos osztot. Eredeti példankban 21n+ 4 és 14n+ 3
legnagyobb kozos osztojat kerestiik. 1 = 3(14n + 3) — 2(21n + 4) miatt ez csak 1 lehet.

Kiindulasi példank helyett vegyiik az n-et és 2-t. Egy nx+2y alakd szdm csak agy lehet tetszéleges n mellett osztoja
2-nek, ha x = 0. Egy 2y alaku szam viszont nem lehet tetsz6leges n esetén az n osztéja (példaul az n = 1 esetben sem).
Meégis, azt meg tudjuk mondani, hogy minden n-re csak 1 lehet k6z0s 0szt6, mig paros n-re 2 a legnagyobb kozos 0szt6.
Persze itt csak azért lett minden viszonylag egyszertibb, mert a két kiindulasi szam is elég egyszert volt. Altalaban
egész a, b, ¢, d mellett kell keresni az an + b és cn + d legnagyobb k6zos osztojat. A c(an +b) — a(en +d) = ¢b — ad
Osszefiiggésbdl azonnal latszik, hogy a legnagyobb kozos oszto mindig osztdja (be — ad)-nek is. Nem biztos azonban,
hogy e szam minden osztoja kozos oszt6. Az eredeti példa alapjan is lathato, hogy itt ,tul nagy" szdmokkal szoroztunk.
Célszeriibb az a és b legnagyobb kozos osztdjatol eltekinteni. Ennek megfelelGen az alabbi kiindulést érdemes tekinteni:
Legyen a két szam A = aun + bv és C = cun + dv, ahol a és ¢, valamint b és d relativ primek (nincs 1-t61 kiilonbz6
pozitiv osztojuk). Ekkor A-nak és C-nek minden kozos osztdja osztja a cA — aC = (¢b — ad)v = V szamot.

Jo lenne most emellé a V' szam mellé egy olyan U szamot taldlni, hogy U és V k6z0s osztoi megegyezzenek A és C
kozos osztoival. Ilyen szamot talalhatunk!

Mivel a és c legnagyobb koz6s osztoja 1, azért ennek a linearis kombinécidként valé elGallithatdsaga alapjan vannak
olyan = és y egész szamok, amelyekre ax — cy = 1. Azt allitjuk, hogy megfelels lesz az ezekkel képzett U = 2 A — yC
szam. Természetesen A és C' minden kozos osztdja U-nak is osztdja. A ¢U — 2V = (—cy + ax)C = C, valamint az
aU — yV = (ax — cy)A = A osszefiiggések alapjan U és V valoban megfelelnek a kivanalmaknak. U-t kiszamitva az
U = z(aun + bv) — y(cun + dv) = un + (bx — dy)v egyenlGséghez jutunk. Még abban is ,szerencsénk van", hogy n
egyiitthatoja az eredeti két egyiitthatd legnagyobb kozos osztoja.

Az e =cb—ad és f = bx — dy jeldléssel tehat feladatunk az un + fv és az ev szamok legnagyobb k6z6s osztojanak a
meghatarozasa. Vegyiik azonban észre, hogy e és f nem teljesen fliggetlenek egyméastol. Fennéllnak ugyanis a c¢f —xze =
—dcy+dar = d és af —ye = abx — ycb = b Osszefiiggések. Eszerint e és f minden kozos osztdja b-nek és d-nek is kézos
osztoja lesz. Mivel ezek relativ primek, azért e és f is relativ primek.

Tehat az un + fv és az ev szamok legnagyobb kozos osztojat keressiik, ahol e és f relativ primek.

OMegoldasat 1d. a cikket kivetSen a a 481. oldalon.



Ha itt az u és v szdmok legnagyobb kozos osztdja 1-nél nagyobb, akkor ez természetesen mindig kozos osztéd lesz.
A kérdés az, hogy lesz-e mindig vagy néha ennél nagyobb k6z6s oszt6 is. Ennek megéllapitasa céljabol egyszertsitsiink
u és v legnagyobb koz6s osztojaval, és az ezutén keletkezs szdmokat vizsgaljuk. Tulajdonképpen igy egy olyan esethez
jutunk el, amelyikben az u és v is relativ primek.

Az els6 kérdés most mar az, hogy lehet-e az un 4+ fv és az ev szamoknak n-t6l fiiggetlen 1-nél nagyobb kozos
osztoja. Ennek lehetetlenségét elég gy megmutatni, hogy az n = 0 és az n = 1 esetet nézzilkk meg. A figyelembe
veend$ harom szam ev, fv és u+ fv. Az ev és fo szamok legnagyobb kozos osztdja v. Ennek és (u + fv)-nek minden
k6zos osztoja az (u + fv) — f - (v) = u szamnak is osztoja. Tekintettel arra, hogy u és v relativ primek, tehat nem
létezik 1-nél nagyobb kozos 0szto.

A masodik kérdés az, hogy lehet-e ,néha" 1-nél nagyobb kozos osztojuk. Amennyiben |v| # 1, akkor példaul az
n = kv esetben un + fv is oszthato v-vel, tehat végtelen sok ilyen szdmnak van 1-nél nagyobb kozos osztoja. Nézziik
most a v = 1 esetet (a v = —1 eset teljesen hasonld). A vizsgalt szamok az un + f alaktuak, valamint az e.

Két esetet kiilonboztetiink meg. Tegyiik fel elgszor, hogy e-nek minden primosztdja osztdja u-nak is. Ha volna
valamilyen n esetén az un + f és az e szdmoknak 1-nél nagyobb kézos osztdja, akkor volna kozos osztoja, amely persze
osztoja lenne e-nek; és feltételiink szerint u-nak is. Ekkor viszont osztéja lenne un-nek és igy az f = (un + f) — un
szamnak is, ami lehetelen, mert f és e relativ primek. Ebben az esetben tehét soha sincs 1-nél nagyobb kdzos 0szto.

A masik lehetGség az, hogy van az e-nek olyan p primosztdja, amelyik nem osztja u-t. Ebben az esetben u és p relativ
primek, tehat léteznek olyan x és y egész szamok, amelyekre ux + py = 1 teljesiil. Nézziik most tetszéleges k egész
szam mellett az n = pk — fx szamokat. Ezekre un+ f = upk—ufax+ f = upk— f(1—py)+ [ = upk+ fpy = p(uk+ fy)
ugyancsak oszthato p-vel tehat ezeknek és e-nek a legnagyobb koz6s osztoja nagyobb mint 1. Tekintettel arra, hogy
u(pk — fx) + f alaka szam végtelen sok van, mig e osztéinak a szdma véges, ezért biztosan talalhatoé végtelen sok
olyan n, amelyekre un + f és e legnagyobb kozos osztdja ugyanaz az 1-nél nagyobb szam.

Tulajdonképpen az egész bonyodalomnak a hatterében az egész egyiitthatds polinomok viselkedése van.

Tetszéleges S szamkorbeli egyiitthatos polinomok ag + a1z + azx® + - - + a,x™ alaku formdlis kifejezések, ahol
az ag, ai, G2, ..., G eqyitthatok az adott S szamkorbdl valok, és nem minden egyiitthatd 0. Ha a,, # 0, akkor a
polinomot n-edfokiinak nevezziik; és a,, neve a polinom fGegyiitthatoja. Az S szamkorrdl feltessziik, hogy nem iires; és
zart az Osszeadasra, kivondsra és a szorzasra. A polinomok ,készen allnak arra", hogy az = hatdrozatlan helyébe egy
szamot irjunk. Ennek megfelelen ugy szamolhatunk veliik, mintha = szam volna. Az egyiitthatokat leggyakrabban
a racionalis szamok Q, vagy a valos szamok R halmazabol vessziik. Igy vannak racionélis vagy valés egyiitthatos
polinomok, amelyek korében (mint emlitettiik) elvégezhetd a maradékos osztés; ezért az euklideszi algoritmus is.
Ennek megfelelGen létezik barmely két polinomnak legnagyobb k6zos osztdja (ami azt jelenti, hogy olyan k6z6s oszto,
amely minden koz0s osztonak tobbszorose). Ennek kovetkezménye az, hogy minden legalabb els6fokt polinom felirhatd
tovabb méar nem bonthato legalabb elséfoka polinomok szorzatara; és ez a felbontas lényegében egyértelmi. (Ezeknek
a fogalmaknak a preciz targyalasa tul messzire vezetne; maradjunk meg annél, amit konnyen elképzelhetiink.) Ezt agy
mondjuk, hogy érvényes az egyértelmi faktorzidcio.

Beszélhetiink egész egyiitthatés polinomokroél is. Nem meglepd, de elég nehezen bizonyithato, hogy ezek kérében
is érvényes az egyértelmi faktorizacié. Hasonl6 a helyzet tobbhatarozatlant polinomok esetében is.

A nehézségnek az az oka, hogy a legnagyobb ko6z6s osztdé nem mindig irhato fel ,linearis kombinacié alakban".
(Ebbdl persze kovetkezik, hogy nem is létezhet euklideszi algoritmus.) Tekintsiik példaul az x és a 2 egész egyiitthatos
polinomokat. Legyen d(x) ezeknek legnagyobb kozos osztoja, és tegyiik fel, hogy felirhato linearis kombinéacioként:
d(z) = f(z) -z + g(x) - 2. A jobb oldalon egy olyan polinom all, amelynek a konstans tagja paros. Mivel d(z) osztoja
2-nek (az egész egyiitthatos polinomok korében!), azért d(x) csak konstans lehet; amely raadasul 2-nek az egész szamok
korében osztoja, azaz vagy 2, vagy —2. Ezt viszont barmely egész egyiitthatos polinommal szorozzuk is meg, mindig
olyan polinomot kapunk, amelynek egyiitthatéi parosak; tehat ennek nem tébbszordse az x polinom.

Hasonléképpen lathaté be, hogy az x és y hatarozatlanok raciondlis egyiitthatés polinomjai kozott az x és y
polinomok legnagyobb kozos osztoja nem allithato el ezek lineéaris kombinécidjaként.

A linearis kombinécioként valo elGéllithatosag igen fontos tulajdonsag. Tekintsiik az egész egyiitthatds polinomok
Z[x] 6sszességet; beleértve az Osszeadés (kivonas) és szorzéas miveletét. (R jeloli az egész szamok Osszességét a szokasos
miveletekkel, és x jeloli a hatarozatlant.) Ennek egy I (nem tires) részhalmazat idedlnak nevezziik, ha zart a Z[x]-beli
linearis kombinéciora; azaz tetszoleges f(z), g(z) € I és u(x0, v(z) € Z esetén u(x) f(z)|v(z)g(x) € I.

Ko6nnyd belatni, hogy minden [ ideélra teljesiilnek az alabbiak:

(1)oel,

(2) ha f(2), g(z) € I, akkor f(x) + g(x), f(z) - g(z) € I,

(3) Ha f(x) € I és u(z) € Z[z], akkor u(x)f(x) € I.

Trivialis, hogy az egyediil 0-bol all6 halmaz, valamint az egész Z[z| idedlok. Z[z]-beli idedlokra igen fontos példa
egyetlen f(x) polinom Z[z]-beli polinomokkal val6 szorzata (az {u(z)f(z)} polinomhalmaz, ahol u(z) végigfut Z[z]
elemein). Az f(z) =0 és az f(x) = 1 esetben éppen az el6bb felirt két trivialis idealt kaptuk.

Vannak azonban mas idedlok is. Ugyancsak konnyt belatni, hogy tetszélegesen adott f1(z), ..., fn(x) esetében az
up(x) fi(x)+- - -+un(x) fr(z) alaka polinomok — ahol az u; (x), ..., u,(z) polinomok egymastol fiiggetleniil végigfutnak
a Z[z] elemein — mindig egy idealt alkotnak. Ezt az idealt az f1(z), ..., fn(z) generdlta idedlnak nevezzik; és az f1(x),

-+, fn(z) polinomhalmazt ezen ideal egy generdtorrendszerének. Természetesen egy idealnak tobb generatorrendszere



is lehet. A fenti ideélt (f1(z), ..., fu(z)) fogja jeldlni.

Ha csak egyetlen polinomot tekintiink, akkor éppen az el6bb megadott példakat kapjuk. Az egyetlen elem altal
generalt ideal neve f6ideal.

Ezek a fogalmak — megfelelGen — kialakithatok az egész szamok korében. Konnyd belatni, hogy az euklideszi
algoritmus kovetkezménye az, hogy ott minden ideal f6ideal. Ez annak a ténynek az atfogalmazasa, hogy barmely két
egész szam legnagyobb kozos osztdja elGallithato ezek egész egyiitthatos linearis kombinaciojaként.

Az el6z6ekben megmutattuk, hogy az egész egyiitthatés polinomok korében ez nem igaz; nevezetesen az (z, 2)
ideal nem f6ideal. A tovabbiakban belatjuk, hogy a helyzet még ennél is ,rosszabb":

1. Tétel. Minden n természetes szamhoz taldlhaté Z[x]-ben olyan I,, idedl, amely nem generdlhaté n-nél kevesebb
elemmel.
Azt is be fogjuk latni, hogy azért a helyzet nem  yégtelenszer rosszabb", ugyanis igaz az alabbi:

2. Tétel. Minden Z[x]-beli I idedlhoz létezik olyan ny természetes szim, hogy I generdlhatd ny szami elemmel.
Erdemes megjegyezni, hogy hasonlé a helyzet a raciondlis vagy valos egyiitthatos kéthatarozatlant polinomok
esetében is (még a bizonyitas is hasonloképpen torténhet). S6t, mi tobb, harom, négy stb. hatarozatlan esetében is
hasonlé eredmény igaz; a 2. Tétel bizonyitasa viszont lényegesen bonyolultabb. Ha viszont a hatarozatlanok szama
végtelen, akkor a 2. Tétel nem igaz: konnyen be lehet 1atni, hogy azok a polinomok, amelyeknek a konstans tagja 0,
egy idedlt alkotnak; és ez az idedl nem generalhatd véges sok elemmel.
A bizonyitas el6tt elérebocsatunk néhany dolgot:

1. Allitds. Mint mar lattuk, ha d az ad és bd egész szamok legnagyobb kozos osztoja, akkor vannak olyan p és ¢ egész
szamok, amelyekre adp 4+ bdq = d, illetve ap + bg = 1.1

A rovidebb jeldlés kedvéért, ha nem konkrét polinomokrol van szo, akkor ezeket nagy betiikkel fogjuk jellni. Igy
az (F1, ..., F,) ideél elemei az U1 Fy + - - - + U, F;, polinomok.

2. Allitdas. T = (F1, ... F,) az a legkisebb ideal, amely e polinomok mindegyikét tartalmazza.

Ha egy J ideal tartalmazza ezeket a polinomokat, akkor tartalmazza ezek linearis kombinaciot is, tehat I-t. Masrészt
tetszoleges i indexre legyen U; = 1 és minden mds j indexre U; = 0. Ekkor az ezekkel képezett linedris kombinécio
pontosan F;; igy az adott polinomok mindegyike eleme /-nek.m
3. Allitdas. Ha a, b relativ prim egészek és a p, q egészekre ap + bg = 1, akkor az U = aoF + bG és V = ¢F — pG
polinomokra

(F, G, Hy, ..., H,)=(U, V, Hy, ..., Hy,).
A 2. Allitas alapjan elég azt belatni, hogy a generatorelemek mindegyike eleme a masik idealnak. Csak az els6 keét
polinommal kell foglalkozni, mert a tobbiek mindkét idealban benne vannak. U, V' € (F, G, Hy, ..., H,) nyilvanvalo.
F=pU+bV és G=qU —aV alapjan F', G (U, V, Hy, ..., Hy,) is igazl

Mivel a = 1 és tetszoleges b relativ primek, azért ezekhez talalhato alkalmas p és ¢; valoban p = 1 és qg = 0
megfelel6k. Ebben az esetben U = F + bG és V = —pG (illetve V = pG) megfelelGek. Ez a specialis eset b helyett
tetsz6leges B polinomra is atvihetd:

4. Allitds. Tetsz6leges B polinom esetén az U = F + BG polinomra
(F, G, Hy, ..., H,)=(U, G, Hy, ..., H,).

A 3. Allitashoz hasonldan itt is minden igaz, csak azt kell még belatni, hogy F € (U, G, Hy, ..., H,). Ez viszont
kovetkezik az F' = U — BG Osszefiiggésbdl.m

Az a, b egész szamok legnagyobb kozds osztojat (a, b) szokta jelolni. Nem baj, ha ezt ,,0sszetévesztjiik" az ideal-
jeloléssel, mert, ha d a legnagyobb kozds oszto, akkor éppen az (a, b) = (d) ideal egyenlSséget kapjuk.

Az aq, ..., a, egész szamok legnagyobb kozos osztojat (ay, ..., a,) jeloli.
5. Allitds. A legnagyobb kozos osztod képzése ,asszociativ", azaz (a1, ...y an, ant1) = ((a1, .., an), any1). Az
ai, ..., a, egész szdmok legnagyobb kozos osztdjat elé tudjuk allitani n — 1 1épésben tgy, hogy mindig egy mar

megkapott legnagyobb kozos osztonak és a kdvetkezd egész szdmnak relativ prim egész egyiitthatokkal képezett linearis
kombinéacidjat vessziik.

Az els6 allitas azonnal kovetkezik abbol, hogy d pontosan akkor osztdja a fenti n + 1 szamnak, ha az els6 n
szamnak osztoja, és ezen kiviil az (n + 1)-ediknek is. A masodik allitast teljes indukcioval igazoljuk. Az n = 2 eset az

1. Allitas szerint igaz. Tegyiik fel, hogy az 4llitas igaz n-re, és legyen d,, = (a1, ..., a,). Az 5. Allitas els6 része szerint
dpnt1 = (ai, ..., Gny Gni1) = (dn, ane1). Az 1. Allitas alapjan viszont ehhez léteznek olyan relativ prim p és q egész
szamok, amelyekre d,,+1 = pd,, + qa,11.1
6. Allitds. Legyen d = (a1, ..., ax), és tekintsiik az [ = (Fy, ..., F,) ideélt, ahol k& < n. Ekkor léteznek olyan
D1, - .-, P €gész szamok, hogy d = prai + - - - + prag, és I-nek van olyan G, ..., G, generdtorrendszere, amelyre
Gi=piFi+- +ppkk.

Alkalmazzuk az 5. Allitasban leirt eljarast az adott aq, ..., ax szamokra. Ugyanezt az eljarast elvégezhetjik az
adott polinomokra is. Az elsg lépésben dy = pa; + gas. A 3. Allitas szerint a H, = pFi + ¢F» és alkalmas a/, V'
egészekkel képezett Gy = a'Fy + b'Fy polinomokra [ = (Hy, Ga, Fs, ..., F,). Most folytatjuk az eljarast ds-vel és

ag-mal parhuzamosan Hi-re és Fs-ra. Ezeket helyettesitve egy Ho, Ga, Gs, Fy, ..., I, generatorrendszert nyeriink.



Az utolso lépésként kapott G; = Hy_1 polinom pontosan ugy lett elGallitva az Fy, ..., Fj polinomokbdl, mint d az
ai, --., ax szamokboél. Mivel G4, ..., Gk, Gk41, - .., Fy is generdtorrendszer, azért az allitas valoban igaz.m
Az 1. Tétel bizonyitdsa. Tekintsiik az
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idealt. Azt fogjuk megmutatni, hogy n darab polinommal nem generalhat6 az I ideal.
Mivel egy ideal elemei a generatorelemek polinomegyiitthatos linearis kombinéciéi, azért I elemei pontosan az
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alakt polinomok, ahol a,, ..., a1 tetszéleges egész szamok és F egy egészegyiitthatos polinom. Tegyiik fel tehét, hogy
az ilyen alaka Fy, Fi, ..., Fj polinomok I-nek egy generatorrendszerét alkotjik. Ez azt jelenti, hogy e polinomok
linearis kombinéciojaként az eredeti generatorrendszer minden eleme elGallithato. Az Fy, Fy, ..., F}, polinomrendszert

lépésrol 1épésre meg fogjuk valtoztatni tgy, hogy az elemszam véaltozatlanul marad, és rendre felhasznaljuk, hogy ebbdl
el6 tudjuk allitani az eredeti generatorrendszer elemeit.

Tekintsiik elgszor az Uy Fo+. . . U Fy, = 2" elgallitast. Ha a fellépd polinomok konstans tagjat a megfelels kisbettikkel
jeloljiik, akkor ebbdl — a konstans tagok figyelembevételével — az ug fo+- - - +uk fr = 2" egyenlGséghez jutunk. Tekintettel
arra, hogy minden egyes f; egylitthato oszthatd 2™-nel, ezért 2" ezeknek az egyiitthatoknak a legnagyobb kozos osztoja.
A 6. Allitas szerint tehat vannak olyan po, ..., pr egész szamok, hogy Go = poFy + --- + ppFk, G1, ..., Gy ismét
generatorrendszer és pg fo+- - -+ prfi = 2". Ez a szam viszont éppen a Gy konstans tagja, ami azt jelenti, hogy a kapott
generatorrendszer egyik elemének a konstans tagja pontosan 2". Ennek a polinomnak a megfelel§ egész-szamszorosat
a generatorrendszer tobbi elemébdl levonva a 4. Allitas alapjan ismét generatorrendszert kapunk, és a kapott tobbi
polinom konstans tagja 0 lesz.

A most kapott generatorrendszer elemeinek linearis kombinaciojaként elGallithaté a 2" 'z polinom is. Mivel Gy
konstans tagja nem 0, mig a tobbié 0, azért az eldallitdsban az ehhez tartozé szorzé konstans tagja csak 0 lehet, mert
kiilsnben a linearis kombinéacié konstans tagja nem volna 0. Igy a kovetkezs alaku elsallitashoz jutunk:

2UpGo + U Gy + -+ + UpGp = 2" 2.

x-szel osztva és a konstans tagokra attérve az uggo + - + upgr = 2" ' egyenlGséghez jutunk, ahol a kisbetik a
megfeleld polinomok konstans tagjat jelolik. Mivel mindegyik g; oszthato 2" l-gyel, azért a fenti egyenlSségbdl az
kovetkezik, hogy 2"t a go, g1, - .., gr szamok legnagyobb kozos osztoja.

Igen lényeges észrevétel az, hogy go oszthatd 2™-nel is, és ezért mar a g1, ..., g, szamok legnagyobb ko6zos osztoja
is 2771 Ismét a 7. Allitast hasznaljuk fel. Eszerint a G1, ..., Gj polinomok helyettesithetéek Hy = p1G1 + - - - + prGh,
Hs, ..., Hy, polinomokkal gy, hogy H; konstans tagja 0, elséfoku tagjanak egyiitthatoja 2”1, és a tébbi polinomban
a konstans is és az els6foku tag egyiitthatoja is 0. Emellett a Gy valtozatlanul maradt. Mivel Gy is I-beli, azért H;
alkalmas egész-szamszorosat levonva belgSle egy olyan Hy polinomot nyeriink, amelyben az els6foku tag egyiitthatoja
0. A 4. Allitas miatt ez ismét egy Ho, Hy, ..., Hy generatorrendszert szolgaltat. Az eljarast folytatva végiil egy
olyan My, My, ..., My generatorrendszert nyeriink, amelyben M; = 2" 'm;az® 4+ 2**1N; alaka. Ezeknek a linearis
kombinacidjaként pedig csak ugy allithato el6 az eredeti generdtorrendszer, ha k£ > n.l

A 2. Tétel bizonyitisa. Legyen I a Z[z]-nek egy tetszoleges idedlja. Minden n természetes szamhoz tekintsiik az
egész szamoknak azt a H, halmazat, amely az I-beli n-edfoka polinomok fGegyiitthatoit és még a 0-t tartalmazza.
Mivel I ideal és 0 € H,,, azért H,, zart az egész szamokkal valo linearis kombinécié képzésére. (Minden egyes H,, a
Z-nek idealja.) Tetszoleges I-beli F' polinommal egyiitt «F € I is igaz, és ezért H, 1 2 H,.

Legyen d,, a H, legkisebb pozitiv eleme, ha ilyen létezik; és legyen d,, = 0 egyébként. Ez utébbi esetben persze
H,-ben nem is lehet més szam.

Tekintettel arra, hogy H,, zart a linearis kombinacié képzésére, ezért barmely két H,-beli elemmel egyiitt azok
legnagyobb kozos osztdja is Hy,-ben van. Ha d,, # 0, akkor ennek minden pozitiv oszt6ja nala kisebb; s mivel d,, a
H,,-beli legkisebb pozitiv egész szam, ezért d,-nek és barmely H,-beli szamnak csak d,, lehet a legnagyobb kozos
osztoja. Masszoval, H,, pontosan a d,, tobbszoroseibol all. Mint lattuk H,+1 2D H,; és igy d,, is tobbszorose d,,+1-nek.

Lehetséges, hogy minden egyes d,, = 0. Ekkor persze I-ben nincs is 0-n kiviil mas polinom. Ebben az esetben 0
természetesen generatorrendszere I-nek. Egyébként van a d,, szamok kozott pozitiv; legyen egy ilyen a dy. A pozitiv
szamok oszthatosagi tulajdonsagainak alapjan ekkor di > di4+1 > ... teljesiil. Mivel pozitiv egész szdmok csokkend
sorozata csak véges lehet, azért van olyan természetes szdm, hogy minden ¢ természetes szadm esetén mar d,,+1 = d,y,.

A H,, halmazok megadasa szerint minden n-hez van olyan F, polinom, amelynek a fGegyiitthatoja pontosan

d,. Megmutatjuk, hogy az Fy, Fi, ..., F,, polinomok I-nek egy generatorrendszerét alkotjik. Tekintsik a J =
(Fo, Fy, ..., F,) idealt. Legyen F' tetsz6leges I-beli polinom. Az f fokara vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk,
hogy F € I.

Ha F konstans, akkor Hy definicidja szerint F' egész-szamszorosa do-nak, azaz valéoban F' € J. Tegyiik fel, hogy az
allitas igaz minden olyan polinomra, amelynek a foka kisebb mint n, és legyen F' = a,a™ + ... egy n-edfoki polinom.
A H, definicoja szerint a,, tObbszorose d,-nek: a,, = bd,. Ha n < m, akkor tekintsiik a G = F — bF,, polinomot, ha



n > m, akkor meg a G = F — bx"~"™F,, polinomot. Az ideal-tulajdonsag kévetkeztében G € I; és mindkét esetben
G-nek a foka kisebb, mint F-é. Az indukcios feltétel szerint tehat G € J; s az idedltulajdonsag alapjan F' € J is igaz.®

Ez a gondolat atvihet6 annak a bizonyitasara, hogy a 2. Tétel igaz véges sok hatarozatland polinomokra is. Igaz,
a bizonyitas lényegesen hosszadalmasabb. Fogalmazzunk egy kicsit altalanosabban.

Szamok vagy polinomok egy (nem iires) halmazat gydrinek nevezziik, ha zart az 6sszeadasra, kivonasra és szor-
zasra. Tetszbleges gytriben hasonldéan definidlhatok az idedlok, mint ahogy fentebb tettiik. Az algebrai geometriaban
alapvet6 fontossaguak azok a gytriik, amelyekben minden ideal véges sok elemmel generalhat6. Az ilyen gytiriik neve
Nother gyﬁr. Az az alapvets tulajdonsig, amit a 2. Tétel bizonyitasanél hasznéltunk altaldban a kovetkezGképpen
fogalmazhato:

3. Tétel. Egy S gyiri idedljai pontosan akkor generdlhatok véges sok elemmel, ha idedljainak minden I, C I C ...
sorozataban valahonnét kezdve mindegyik idedl megegyezik.

Bizonyitdas. Tegyiik fel el6szor, hogy S minden idedlja véges sok elemmel generalhaté, és tekintsiink egy I; C Io C ...
idealsorozatot. Legyen I ezeknek az idedloknak az egyesitési halmaza. Tekintsiik e halmaz a és b elemeit; illetve ezek
egy ¢ = ua+ vb lenearis kombinécidjat. I definici6ja alapjan vannak olyan ¢, j indexek, hogy a € I; és b € I;. Feltehetd,
hogy ¢ < j, amikor is a, b € I;, tehat c € I;; ésigy c € I. Igy I ideal. Eszerint generalhato véges sok elemmel; legyenek

ezek ui, ..., up. Mivel I az adott idedlok egyesitési halmaza, ezért vannak olyan indexek, hogy u; € I;,. Ha n a fenti
indexek maximuma, akkor uy, ..., u, € I; igy I C I, tehat minden ¢-re I,4; = I,.

Tegyiik most fel azt, hogy minden I — 1 C I, C ... idealsorozat valahonnét kezdve ugyanabbdl az idealbol all.
Legyen I az S egy idedlja, és vegyiik I-beli elemek egy vy, ..., v, ...sorozatat a kdvetkezd’képpen:

vy legyen tetsz6leges. Ha mar a vy, ..., v; elemeket kivalasztottuk, akkor tekintsiik az I; = (v1, ..., v;) idealt.

Ha van az I-ben olyan elem, amelyik nincs az I;-ben akkor ezek valamelyikét valasszuk v;yi-nek. Igy egy novekvd
idealsorozatot kapunk, amelynek feltétel szerint vége szakad. Ez csak azért torténhet meg, mert valamilyen n index
esetén mar I, tartalmazza I minden elemét. Ez viszont pontosan azt jelenti, hogy I = (v1, ..., v;).l

Fried Ervin

LA szézad els6 felében élt Emmy Nother matematikus tiszteletére.



