A 31, 331, 3331, 33331, 333331, 3333331, 33333331 szamok mind primek. Ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy a (10" —7)/3
képlet primszamot szolgaltat az n = 2, 3, ..., 8 értékek mindegyikére. A 333333331 = (10 — 7)/3 szam azonban mar
Osszetett, mert oszthatd 17-tel. Ezt az osztas elvégzése nélkiil is belathatjuk a kongruencia jelolésének felhasznalasaval.
Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m (képletben a = b (mod m)), ha a és b azonos maradékot adnak m-mel
osztva; azaz, ha a — b oszthaté6 m-mel. Kénnyd ellenérizni, hogy azonos modulushoz tartoz6 kongruenciakat szabad
Osszeadni és szorozni. Azaz, haa =b (mod m) és ¢ = d (mod m), akkor a+c¢ = b+d (mod m) ésa-c =b-d (mod m).

Mivel 102 = 17-6, igy 10° = 100*-10= (=2)*-10= —10 = 7 (mod 17), tehat 10° — 7 oszthat6 17-tel. Meg lehet
mutatni egyébként, hogy 33...331 sohasem oszthatd a 2, 3, 5, 7, 11, 13, 37 primek egyikével sem. Nem ismeretes,
hogy van-e végtelen sok 33...331 = (10" — 7)/3 alaka primszam. Ez a kérdés minden bizonnyal éppolyan nehéz, mint
hogy van-e végtelen sok 2" — 1 alaki, an. Mersenne-prim. Az utobbi probléma pedig tobb szdz éve megoldatlan.

Az alabbi tablazatban a bekeretezett (nem athuzott) szamok sokaig primeknek bizonyulnak:

19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75 77
79 81 83 8 87 89 91 93 95 97 99 101 103 105 107 109 111 113 ....

De mégsem lesz mindegyikiik prim. A k-adik bekeretezett szam ugyanis 17+ (1+2+---+ k) -2 = K2+ k+17, és
ez biztosan Osszetett k = 16-ra, hiszen ekkor k? + k + 17 = k(k+1)+17= 17%. Meglep6 modon a k* + k + 17 képlet
ak=0,1, ..., 15 helyettesitési értékek mindegyikére primet ad.

Ha meg akarjuk keresni azokat a p pozitiv egészeket, amelyekre k + k + p primszam a k =0, 1, ..., p — 2 értékek
mindegyikére, akkor a kovetkezSképpen okoskodhatunk. Elgszor is (k = 0-t véve) p primszam kell, hogy legyen. Ha
p > 3, akkor az 1% + 14 p és 22 + 2 + p szamok nem lehetnek sem 3-mal, sem 5-tel oszthatok, igy p 3-mal osztva 2-t,
5-tel osztva pedig 1-et vagy 2-t ad maradékul. Mivel p paratlan is, ezért a 30-cal valé osztasi maradéka csak 11 vagy 17
lehet. Egy tovabbi feltétel, hogy 4p — 1-nek is primnek kell lennie. Tegyiik fel ugyanis, hogy d | 4p—1és1 <d < 4p—1.
Ekkor d < (4p — 1)/3 és d = 2x + 1, ahol tehat

d 4p-—1

< =<
TS9="%
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ha p > 5. Igy 2+ +p-nek primnek kell lennie. Azonban d osztéja 4(2* +x+p) = (2z+1)*+4p—1 = d*+ (4p—1)-nek,
tehat  + x + p-nek is, hiszen paratlan. Ez csak ugy lehetséges, had = 2z +1 =2 +z+p> a2’ +zx+2, 22 —x+1 <0,
ami lehetetlen.

Azt kaptuk tehat, hogy vagy p = 2, 3, 5, vagy pedig p olyan 30k + 11 vagy 30k + 17 alaka primszam, amelyre
4p — 1 is prim. A 100-nal kisebb szamok koziil ezeket a feltételeket csak a 2, 3, 5, 11, 17, 41, valamint a 71 elégitik ki.
Ezek koziil a p = 2, 3, 5, 11, 17, 41 szamokra valoban teljesiil, hogy k? + k + p primszam a k =0, 1, ..., p — 2 értékek
mindegyikére. A 7l-re ez mar nem igaz, mert 2% + 2 + 71 = 77 Gsszetett. Sokaig megoldatlan volt, hogy a 41 utan
van-e még ilyen tulajdonsagiu szam. Csak az 1960-as években sikeriilt bebizonyitani, hogy ilyen szam nem létezik.

*

A fentiek alapjin természetesen vetGdik fel az a kérdés, hogy van-e olyan képlet, amelynek a pozitiv egészekben
felvett értékei mind primek. ElGszor megmutatjuk, hogy egy egész egyiitthatés polinom — hacsak nem konstans —
nem szolgaltathat ilyen képletet. Ennek bizonyitasahoz két segédtételre lesz sziikségiink. Elgszor is belatjuk, hogy ha
p(x) = cpa® + 12" + . 4 o egeész egyiitthatos polinom, akkor a = b (mod m) esetén p(a) = p(b) (mod m).
Valoban,

(1) p(b) — p(a) = cr(F — a*) + 11 (O —a* N + ...+ c1(b—a).

Itt b° —a’-bol (b — a) kiemelhets: b' —a’ = (b—a)(b* ' +b""2a+... +ba""2 +a'"'). Ha (1) jobb oldalanak minden
tagjabol kiemeljiik b — a-t, akkor azt kapjuk, hogy p(b) — p(a) = (b — a) - A, ahol A egész szam, hiszen a, b, co, ...,
cr mindannyian egészek. Igy p(b) — p(a) oszthaté b — a-val. Ha a = b (mod m), akkor m osztéja b — a-nak, tehat
p(b) — p(a)-nak is, azaz p(a) = p(b) (mod m).

A masik allitas, amelyre sziikségiink van, azt allitja, hogy ha a

p(x) = cxx® + cp 12" 4+ e

polinom nem konstans és a fGegyiitthatoja pozitiv, akkor p(z) minden el6re megadott szamnal nagyobb lesz, ha x elég

nagy. Ezt gy lathatjuk be: Jeloljiik a |cx_1| + ... 4 |e1] + |co| szamot c-vel. Ha 2 > 1, akkor 1 < z < 22 < ... < 271

tehat

p(x) > cpz® — |ep_1]a® 7 — . = |ei]z — |eo| >
> cpat — |ep_1 |2 — = |er]at T = ol =
= cpa® — ca Tt = 2P (e — ).

Ha x > ¢/c, akkor ¢z — ¢ > 0, tehat « > 1 alapjan p(x) > cxx — c. Ha tehat azt akarjuk, hogy p(x) nagyobb legyen
egy el6re megadott K > 0 szamnal, akkor a-et elég ugy valasztani, hogy nagyobb legyen 1 és (¢c+ K) /¢, mindegyikénél.
Ekkor ugyanis a fentiek szerint p(z) > ¢z — ¢ > K teljesiilni fog.



Vilagos, hogy ha p nem konstans, és a fGegyiitthatoja negativ, akkor p(x) minden el6re magadott szamnal kisebb
lesz, ha x elég nagy.

Most mér kénnyen belathatjuk, hogy ha az egész egytitthatos p(z) polinom nem konstans, akkor a p(n) értékek nem
lehetnek mind primek. Valasszunk ugyanis egy olyan ng pozitiv egészet, amelyre |p(ng)| =m > 1. Han =ng+1i-m
(i=1,2,...), akkor n = ng (mod m), tehat p(n) = p(ng) = +m =0 (mod m), azaz p(n) oszthaté m-mel. De tudjuk,
hogy |p(z)| > m, ha x elég nagy; mondjuk, ha z > zy. Ekkor minden elég nagy i-re n = ng+i-m > xg, igy |[p(n)| > m
és p(n) oszthatd m-mel, tehat p(n) Gsszetett.

A polinomoknél joval komplikaltabb képletekrsl is belathatjuk, hogy nem szolgéltathatnak csupa primszamot.
Ennek targyalasahoz sziikségiink lesz az un. ,kis Fermat-tételre”, ami azt allitja, hogy ha p prim és n nem oszthatd
p-vel, akkor n?~! =1 (mod p). Ezt igy lathatjuk be:

Az n, 2n, ..., (p — 1)n szamok csupa kiilonb6z6 maradékot adnak p-vel osztva. Valoban, ha in = jn (mod p),
akkor p | in — jn = (i — j)n. Mivel p prim és n nem oszthato p-vel, ebbdl kovetkezik, hogy p | i — j. Ha tehat 1 < ¢,
7 < p—1, akkor sziikségképpen i = j.

Mivel az n, 2n, ..., (p—1)n szamok egyike sem oszthato p-vel, ebbsl kovetkezik, hogy a p-vel vett osztéasi maradékaik
az 1,2, ..., p—1 szamok (esetleg mas sorrendben). Igy n-2n---(p—1)n=1-2---(p—1) (mod p), azaz n? ' (p—1)! =
(p—1)! (mod p). Ezért p| (n?~' — 1) (p — 1)!, tehat p | (n”~" — 1), hiszen p nem oszt6ja (p — 1)!-nak.

Ennek felhasznélasaval lassuk be példaul, hogy az f(n) = 22" 4+ 18™ + 1 képlet nem szolgaltathat csupa primet.
Az f(1) = 41 érték mindenesetre prim, ezért 22%° = 1 (mod 41) és 18*° = 1 (mod 41). Ebbdl kovetkezik, hogy
2299 = 1 (mod 41) és 18*°* = 1 (mod 41) minden k pozitiv egészre. Ha tehat n = 40k + 1, akkor

2271 + 18” 4 1 — 2240k+1 4 1840k+1 4 1 —
=22.2240% 1 18.18%% 1 1 =224+ 18 +1=41=0 (mod 41),

és igy f(40k + 1) nem lehet prim, ha k > 0.
Most bizonyitsuk be, hogy az
n) = 100(n® 4+ n)" T2 4
f(n)

képlet sem szolgaltathat csupa primet! (Ez kicsit nehezebb lesz.) ElSszor is valasszunk egy olyan ng pozitiv egészet,
amelyre p = f(ng) > n% + ng. Ilyen példaul ny = 1, amikor is p = 1601 > 2. Ha p Osszetett szdm, akkor maris
belattuk, hogy f értékei a pozitiv egészekben nem mind primek. Ha p prim (mint az adott esetben is), akkor tekintsiik
az n = ng + ip(p — 1) alakt szamokat, ahol ¢ = 1, 2, .... Belatjuk, hogy ezekre az n-ekre f(n) mindig oszthato p-vel.
Valoban, rogzitsiink egy ilyen n-et, és tekintsiik a g(z) = 10027+ +2n 4 polinomot. Tudjuk, hogy haa = b (mod m),
akkor ¢(a) = ¢(b) (mod m). Mivel n = ng (mod p), ezért q(n) = q(ng) (mod p), azaz

(2) f(n) =100(n? + n)"3+"2+2" +1=100(n2 + no)"3+"2+2" +1 (mod p).

Ugyanigy, felhasznélva, hogy n = ng (mod p — 1), azt kapjuk, hogy n® 4+ n? + 2n = n3 + n2 + 2ny (mod p — 1), tehat
n® +n? 4+ 2n = nd +nd + 2ng + c(p — 1), ahol ¢ pozitiv egész. Ezt (2)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy

f(n) =100(n3 + no)"3+n§+2no+c(p—1) +1==100(n3 + no)"g"’"g”"" (2 +10)°P"Y 1 (mod p).(3)

Mivel 1 < n2 + ng < p, ezért a kis Fermat-tétel szerint (n2 + ng)?™% =1 (mod p), és igy, tekintve, hogy ¢ pozitiv
egész, azt kapjuk, hogy (n2 +no)°®™ Y =1 (mod p). Ezt (3)-ba helyettesitve:

f(n) =100(n3 + no)"8+"f2’+2"° +1=p=0 (mod p),

tehat f(n) valoban oszthato p-vel. Mivel f szigorian monoton nove, ezért i > 0-ra n = ng + ip(p — 1) > np-bol
f(n) > f(ng) kovetkezik, ezért f(n) Osszetett szam lesz. Igy példaul f értéke az 1 4 1601 - 1600 = 2561601 helyen
oszthatd 1601-gyel, és ezért Osszetett.

A kovetkezd altalanos tétel hasonldé modszerrel bizonyithatd. Legyen f(n) olyan képlet, amely p(n)q(") alaki ki-
fejezések szorzatainak dsszege, ahol p(n) és q(n) egész egyiitthatds polinomok, melyek kozil a q(n)-ek fdegyiitthatdi
pozitivak. Ha az f(n) (n=1, 2, ...) értékek kozott van végtelen sok kilonbozd, akkor ezen értékek kézitt van végtelen
sok dsszetett szam.

Itt a végtelen sok kiilonbozé értékre vonatkozo feltétel lényeges, mert pl. az f(n) = 184+ (—1)" képlet a fenti alaku
és f minden értéke prim.

*

A fenti tétel azt allitja, hogy ha f(n) csupa primszamot ad minden n pozitiv egészre, akkor az f-et definialo képlet
a fent leirtaknal bonyolultabb kell, hogy legyen. Ha példaul olyan primképletet keresiink, amelyben csak az 6sszeadas,
kivonas, szorzas és hatvanyozas miiveleteit hasznalhatjuk, akkor szerepelnie kell benne olyan ,emeletes hatvanynak”
(azaz kitevGben szerepls hatvanynak), amelynek a kitevéje tartalmazza az n valtozot. A legegyszeribb ilyen képlet:
22" Bz persze n > 0-ra nem ad primeket, mert mindig paros. De mi a helyzet a 22" 41 képlettel? Azn=0,1, 2, 3,4



szamokat behelyettesitve a 3, 5, 17, 257, 65537 értékeket kapjuk; mindnyéajan primek. Ennek alapjan Pierre de Fermat
azt sejtette (1640 koriil), hogy F,, = 22" + 1 minden n-re primszém. Ez a sejtés csaknem 100 éven &t megoldatlan
maradt, mert a kdvetkezd szdm:

Fs = 22" 1 = 4294967297

mér olyan nagy, hogy annak eldéntése, hogy prim-e vagy sem, reménytelennek latszott. Valéban, gondoljunk csak
bele: ha sem kalkulator, sem szamitogép nem allna rendelkezésiinkre, el tudnank-e donteni, hogy F5 prim-e? Volna-e
jobb 6tletiink, mint elosztani F5-6t minden nala kisebb szammal? Persze elég volna csupan a / F5-nél nem nagyobb
szamokkal osztani, hiszen ha egy n szam Osszetett, akkor van olyan d osztdja, amelyre 1 < d < /n. Az adott esetben
tehéat csak a 65536-nal nem nagyobb szdmokkal kellene osztani; s6t, ezek koziil elég lenne a primeket venni, melyek
szama kb. 6500. Ha minden osztés két percet vesz igénybe, még ez is 200 6ra munka volna; nem csoda, ha olyan sokéaig
senki nem vallalkozott ra.

Végiil is Leonhard Euler volt az, aki 1732-ben a kérdést eldontotte. Euler felismerte, hogy F;, primosztoi csak speci-
alis alaktiak lehetnek, nevezetesen F,, minden primosztoja k-2" ! +1 alaki, ahol k pozitiv egész. Ezt a kovetkezGképpen
lathatjuk be. Legyen p egy primosztoja Fy,-nek. Mivel p paratlan, ezért a kis Fermat-tétel szerint 2°~! = 1 (mod p).
Legyen d a legkisebb porzitiv egész, amelyre 2¢ = 1 (mod p). Ekkor a 2-hatvanyok p-vel valé osztasi maradékai d szerint
periodikus sorozatot alkotnak. Valoban, 2¢ = 1 = 2° alapjan 247! =2 =21 2472 =2.21 =22 2943 =9.92 — 23 &
hasonloéan, 297 = 2¢ minden i-re (a kongruencidkat (mod p) értve). Ebb6l kévetkezik, hogy 2°°? = 1 minden s = 1, 2,
...-re. Masrészt d valasztasa folytan 2° # 1 ha 0 < i < d, ezért a periodicitasbol kovetkezik, hogy 2™ akkor és csak
akkor ad 1 maradékot p-vel osztva, ha m oszthatd d-vel.

Marmost 22 =1 (mod p), ugyanis 22" —1= (22n + 1) : (22” — 1), tehat 22" — 1 oszthato F),-nel, tehat p-vel

is. A fentiek szerint ebb6l kovetkezik, hogy d | 2", Megmutatjuk, hogy sziikségképpen d = 2", Valoban, d < 2" 1!
esetén d osztoja lenne 2"-nek is. Ebb6l viszont 22” = 1 kévetkezne, holott 22 = F,, — 1 = —1 (mod p), hiszen p | F,,.
Ezzel belattuk, hogy d = 2", Mivel pedig 2°~' = 1 (mod p), ezért 2" =d | p—1, tehat p — 1 = k- 2""!, azaz
p=k-2"" £ 1, ahol k pozitiv egész.

Val6jaban Euler azt is belatta, hogy ha n > 2 és a p prim osztoja F,-nek, akkor p = k- 2”72 + 1, ahol k pozitiv
egész. Meg lehet mutatni ugyanis, hogy ha a p prim 8k + 1 alaki, akkor 27~1/2 =1 (mod p). A fenti okoskodasban
ezért 2"t =d | (p—1)/2, tehat (p —1)/2 =k - 2" azaz p = k- 2" + 1, ahol k pozitiv egész.

Ezt n = 5-re alkalmazva azt kapjuk, hogy Fs minden primosztoja 27 - k + 1 = 128k + 1 alaka. Ez jelentSsen
lesztikiti a lehet&ségeket. A 2-nél nagyobb primek ugyanis 128-cal osztva 64-féle maradékot adhatnak (nevezetesen az
1, 3, ..., 127 szamokat), és azt varhatjuk, hogy a 65536-nal kisebb primeknek durvan 1/64-ed része lesz 128k + 1
alaka. Ez kb. 6500/64 < 102 primet jelent. Ezért annak eldontéséhez, hogy F5 primszam-e, a 6500 osztas helyett
varhatéan a legrosszabb esetben is elég széz-egynéhany osztast elvégezni. Euler elszanta magét ennek az elvégzésére.
Oriasi szerencséje volt; az els6 128k + 1 alaku prim, 257, ugyan nem osztoja Fy-nek, de a masodik, 641, mar igen:
Fy = 4294967297 = 641 - 6700417. Ezzel Fermat sejtése megd6lt: az F),, = 22" +1 képlet nem Allit el6 minden n-re
primszamot.

Egyébként a kovetkez6 Fermat-szam, Fg primtényezSkre bontasat csak 1880-ban sikeriilt megtalalni: Fg = 274177 -
67280421310721. Az ezt kovets Fermat-szam, Fr faktorizaciojat 1970-ben talaltdk meg; eszerint F7 egy 17-jegyt és
egy 22-jegytli prim szorzata. Azota kideriilt, hogy F), Osszetett szam minden 5 < n < 21-re (bar nem mindegyikiiknek
sikeriilt meghatarozni a primtényezss alakjat). Sok nagyobb indexii Fermat-szamot is megvizsgéltak, de még egy primet
sem talaltak kozottiik.

A fentiekbdl az a tanulsag, hogy hacsak egy képletr6l nem tudjuk eleve, hogy valamilyen oknal fogva minden értéke
primszam lesz, akkor nem varhatjuk el, hogy ezt ,szivességbdl” megtegye, még akkor sem, ha az els6 néhany értéke
prim (mint pl. az n? + n+ 17, n® +n + 41 vagy a 22" + 1 képletek esetében).

Eddig senki nem talalt olyan képletet, amely egész szamokbol és az n valtozobol az Osszeadas, kivonds, szorzas
és hatvanyozas miiveleteinek segitségével épiil fel, és amely minden pozitiv egész n-re primszamot szolgaltat (azt is
feltéve persze, hogy a képlet végtelen sok kiilonboz6 értéket ad). A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy a feltételek
enyhitésével mar talalhatunk ilyen képleteket.

*

El6szor olyan képleteket tekintiink, amelyekben nemcsak egészek, hanem tetszGleges valos konstansok is szerepel-
hetnek. Ekkor persze az x szam egészrészét megado [z] fliggvény hasznalatéat is meg kell engedniink, mert kiilonben
nem tudjuk biztositani, hogy a képlet egész szamokat szolgaltasson. (E fliggvény definicioja a kovetkezs: [z] az az egyér-
telmtien meghatarozott egész szam, amelyre [z] < x < [z]+ 1. Igy pl. [3/2] =1, [r] =3, [7] =7, [-4] = —4, [-3/2] =
—2, [-7] = —4.) Ezek felhasznalasaval mar viszonylag egyszert képletet adhatunk az n-edik primszamra, amelyet a
kovetkezdkben py,-nel fogunk jeldlni. Megmutatjuk, hogy van olyan a valds szam, amelyre

(4) Pn = [10”204} — 1021 [1()(”*1)2@} (n=1,2,...).

Képezziink ugyanis a primszamok p,, sorozatabol egy végtelen tizedestortet a kovetkezGképpen. A tizedestort egészrésze
0 lesz. A tizedesvesszd utén irjuk le egymés utén a primszamokat, megfelels szamu 0-val elvalasztva Gket. Az elvélaszto



0-k szamat ugy valasztjuk meg, hogy p, utolsé szamjegye éppen a tizedesvesszd utani n’-edik helyre keriiljon. Tehat
az 1., 4., 9., 16. jegy a 2-es, 3-as, 5-0s, 7-es lesz, a 24. és a 25. 1-es, a 35. ismét l-es, a 36. 3-as, sth. Legyen az igy
definialt végtelen tizedestort o, tehat legyen

o = 0,20030000500000070...0110...0130....

Ekkor A, = {10"264 az az egész szam, amelynek a jegyeit az a-nak a tizedesvessz6 utani elsé n? jegye adja. A
konstrukciobol adodik, hogy A, egy olyan n’-jegyi szam, amely éppen p, jegyeivel végzédik. Nyilvanvalo, hogy az
A, els6 (n—1)? jegyébol képzett szam A, = {10(71_1)2&} lesz. Ha tehat A, i-et kiegészitjiik n? — (n—1)? = 2n —1

darab 0-val, azaz megszorozzuk 102"~ -gyel, és az igy kapott szamot kivonjuk A,-bél, akkor éppen pp-et kapjuk. Ezzel
(4)-et belattuk.

A fenti konstrukcioban hallgatélagosan felhasznaltuk, hogy p, jegyeinek szama legfeljebb n? — (n — 1)% = 2n — 1,
mert kiilénben p,, ,nem férne el”. Megmutatjuk, hogy p, jegyeinek szama legfeljebb n.

Nevezziink egy m szamot négyzetmentesnek, ha nem oszthaté 1-nél nagyobb négyzetszammal. Ez azzal ekvivalens,
hogy az m primtényezds felbontdsaban minden prim els§ hatvanyon szerepel; azaz, hogy m kiilonb6z6 primek szorzata.
Barmely k egész szam el6all mint egy négyzetszam és egy négyzetmentes szadm szorzata. Ha ugyanis k-t elosztjuk azzal
a legnagyobb osztojaval, amely négyzetszam, akkor a hanyados nyilvan négyzetmentes lesz. (Ha k négyzetmentes,
akkor 1-gyel osztunk.)

Irjuk fel a p,-nél nem nagyobb szamokat b*c alakban, ahol ¢ négyzetmentes. Itt b* < p,, tehat b < \/p,. A ¢ szam
kiilonboz6 primek szorzata, melyek mindegyike legfeljebb p,,, hiszen ¢ < p,. Igy c-t ugy kapjuk, hogy a p1, p2, ...,
pr, primek kozil néhanyat 6sszeszorzunk. Ezt 2"-féleképpen tehetjiik meg (annyiféleképpen, ahany részhalmaza van a
{p1, p2, ..., pn} halmaznak). A b szdmot tehat legfeljebb /p,-féleképpen, a ¢ szamot pedig legfeljebb 2"-féleképpen
valaszthatjuk meg. Mivel b?c alakban minden p,-nél nem nagyobb szam el6all, ebbsl kovetkezik, hogy p, < /Dn - 2",
Von <27, 65 igy p, < 4. Mivel 4" < 10", ezért p,, legfeljebb n-jegyl. Ez a becslés lényegesen javithato: valojaban py,

jegyeinek szama alig nagyobb n jegyeinek szamanal. Igy pl. p1oo = 541, piooo = 7919, proooo = 104729, pigio 11-jegyti,
prooo pedig 102-jegytd. Az utobbi két allitas abbol kovetkezik, hogy

n(logn + loglogn — 1,5) < p, < n(logn + loglogn + 8), valamint nlogn < p,

n
minden n > 2-re. E képletekben log n az Gn. természetes, vagy e alapi logaritmus, amelynek alapjae = lim (1 + —)
n—o00 n

2,71828.. ..

A (4) képletre visszatérve megallapithatjuk, hogy a puszta érdekességén kiviil mas haszna nemigen van; példaul
nem hasznalhatjuk fel primszamok gyartdasara. Ahhoz ugyanis, hogy a képlet segitségével p,, értékét meghatarozhas-
suk, tudnunk kellene « értékét. Ehhez viszont mar ismerniink kellene az Osszes primszamot. Egyébként vannak még

egyszertibb primképletek is: létezik példaul egy ¢ > 1 valés szam tugy, hogy {cgn} primszam lesz n minden pozitiv

egész értékére. Ennek a képletnek ugyanaz a baja, mint (4)-nek: ¢ meghatarozasahoz végtelen sok primszamot kell
felhasznalni.

*

Most ratériink azokra a primképletekre, amelyekben a konstansok csak egész szamok lehetnek, de a felhasznalhaté
miiveleteket nem korlatozzuk. Megmutatjuk, hogy ha az alapmiiveleteken kiviil felhasznalhatjuk az [x] (egészrész),
{z} = x — [z] (toOrtrész) fliggvényeket, valamint a

n

n
E a; =ar+ a1+ ... +a, és Ha/i:ak'ak_l,_l'...'G/n
i=k i=k

jeloléseket, akkor szintén kaphatunk képleteket p,-re. Jeloljiik 7 (z)-szel az & szamnal nem nagyobb primek szamat.
El6szor m(x)-re adunk képletet.
n

n 1 szamok egyike sem egész, tehat az {g} , {—} Y ey { L }

n n
Ha az n > 2 szam prim, akkor az —, —, ...,
P 23 n— 3 n—1

n—1
n
tortrészek egyike sem 0. Ekkor tehat a H [— {—H szorzat minden tényezGje —1 (mert egy —1 és 0 kozé es6 szam
i
i=2

egészrésze). A szorzat értéke tehat —1, hiszen a tényezok szama n — 2, ami paratlan. Ha viszont n Osszetett, akkor n/i
n -

egész szam lesz legalabb egy 2 < i < n — 1-re, és ekkor [— {—, H = [-0] = 0 alapjan a fenti szorzat értéke 0. Igy = > 3
i

esetén a
x n—1

ST [-{3}]

n=3 1=2



képlet értéke m(x) — 1, hiszen a szumma n-edik tagja —1 ha n prim, és 0 ha n Osszetett. (7(x)-bsl azért kell 1-et
levonni, mert a 2-t kizartuk a szummébol.) Azt kaptuk tehat, hogy

(5) w(:b)zl—ZH[—{%H (x=3,4,...).

Valamivel egyszeriibb képletet is kaphatunk 7(z)-re az un. Wilson-tétel felhasznalasaval. Ez azt allitja, hogy ha p
prim, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

Ezt igy lathatjuk be: Az allitas p = 2, 3-ra nyilvanvalo, tehat feltehetjiik, hogy p > 5. A kis Fermat tétel bizonyita-
sakor megmutattuk, kogy ha n nem oszthaté p-vel, akkor az n, 2n, ..., (p — 1)n szamok p-vel vett osztasi maradékai
az 1,2, ..., p—1 szamok (esetleg mas sorrendben). Ebbdl kovetkezik, hogy az 1, 2, ..., p— 1 szamok koz6tt pontosan
egy olyan i szam van, amelyre n-i = 1 (mod p). Nevezziik ezt a szamot n reciprokdnak (mod p). Ha n Z m (mod p),
akkor n és m reciprokai kiilonb6z6k. Valoban, n - i = m - i = 1-b6l kovetkezik, hogy p | ni — mi = (n — m)i, tehat
p|ln—m, hiszen 1 <i<p—1. Haegy 1 <n < p—1 szam reciproka 6nmaga, akkor n?=1,p | n?—1= (n—=1)(n+1),
tehat n =1 vagyn =p— 1.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a 2, 3, ..., p — 2 szamok mindegyikét a reciprokaval péarositva diszjunkt parokat
kapunk. Mivel az egy parhoz tartozé szamok szorzata p-vel osztva 1-et ad maradékul, ezért 2-3--- (p—2) =1 (mod p),
tehat (p—1)! = —1 (mod p). A Wilson-tétel megfordithaté: ha n > 1 osztdja (n — 1)! + 1-nek, akkor n prim. Valoban,

hal < d < n,akkor d | (n—1)!. Ha d oszt6ja volna n-nek, akkor n | (n—1)!+1 alapjan d is osztoja volna (n—1)!+1-nek,
ami lehetetlen. Igy n nem oszthat6 a 2, ..., n — 1 szamok egyikével sem, tehat prim. Osszefoglalva: az ((n—1)!+1)/n
tort akkor és csak akkor egész, ha n = 1 vagy n prim. Ebb6] kovetkezik, hogy

S [ {2 - -,

n=1

hiszen Osszetett n-re a szumma n-edik tagja —1, mig prim n-re és n = 1-re 0. Ebbdl azt kapjuk, hogy

(6) w(x)—a:—l—knil[—{%}] (x=1,2 ..).

Az (5) és (6) képletek mindegyikét felhasznalhatjuk p,, kifejezésére. Jeloljiik ¢-vel azt a fliggvényt, amelyre
o(x) =1,ha

x=0,1,2,...,0, hax=-1,-2,....(A¢ figgvényt csak az egész szdmokban értelmezziik.) A ¢ fiiggvényre konnyen adha-

tunk képletet, pl. ¢(z) = 1+ [ minden z egész szamra. Marmost k < p,, esetén (k) < n, tehat p(n—=(k)) =1,

1
3z + 2
mig k > p, esetén m(k) > n, tehat ¢(n — w(k)) = 0. Ebb6l kivetkezik, hogy
4’7l

P =" 6n — (k).
k=1

Valoban, a szumma tagjainak értéke k =1, ..., p, esetén 1, egyébként pedig 0. Mivel p,, < 4", ezért a szumma értéke
pn- Ha ebben a formulédban ¢(x) helyébe 14 [1/(3z+2)]-t irunk, m(x)-et pedig (6)-tal helyettesitjiik, akkor a kovetkezs
képletet kapjuk p,-re:

an
1
pn:4"+z - n=1,2,...).
— i—1)1+1
h=1 30 —3k+5-33 [—{ﬂ}}
i=1
(Itt (6) helyett (5)-6t is alkalmazhatjuk, de ekkor apr6é modositas sziikséges, tekintve, hogy (5) csak « > 3-ra érvényes.)
Természetesen jo volna olyan primképletet talalni, amelyben a felhasznéalt miveletek szdma minimalis. Mar emlitet-
tiik, hogy nem ismeretes olyan primképlet, amelyben csak Gsszeadas, szorzés és hatvanyozas szerepel. A kovetkezdkben
a célunk annak bizonyitasa, hogy van olyan primképlet, amelyben csak dsszeadds, kivonds, szorzds, [x], /& és mazimum
szerepel. Ennek az ismertetését messzir6l kell kezdeniink.

*

Diophantosz goérog matematikus volt, aki a harmadik szédzadban élt Alexandridban. ,Aritmetika” cimid mtvében
egész egyiitthatos egyenletek egész, illetve racionalis megoldésait vizsgalta, és az ilyen egyenleteket azéta diofantoszi
vagy diofantikus egyenleteknek nevezik. Ilyenek példaul

(7) 2 —20%=1, 22-60y°=1, 2%—-61y*=1,



vagy
(8) B =ud 103, 2yt =ut ol 20445 =+ 0P

A (7) alatt felsorolt harom egyenlet mindegyikének megoldéasa = 1, y = 0; ezeket trivialis megoldasnak hivjuk. Nem
trividlis megoldasok is léteznek: az els6 egyenlet legkisebb pozitiv egész megoldasa x = 3, y = 2, a mésodiké pedig
x =31, y =4. A harmadiké viszont x = 1766319049, y = 226153980.

A (8) alatt felsorolt egyenletek trivialis megoldasai azok, amelyekre z = u, y = v vagy = v, y = u. Az els6 két
egyenletnek vannak nem-trivialis megoldasai is, pl. 9% +10% = 13+123, illetve 133*+134* = 59* 4+ 158%. A harmadiknak
viszont nem ismerjiik egyetlen nem-trivialis megoldasat sem, de az sincs bizonyitva, hogy ilyen megoldas nem létezik.

Ezek a jelenségek tipikusak: el6fordul, hogy egész egyszeriinek 1atszo diofantikus egyenletek megoldésa a legnagyobb
nehézségbe {itkozik, s6t, gyakori eset, hogy azt sem tudjuk elddnteni, hogy a kérdéses egyenletnek van-e egyaltalan
megoldasa. Ezek a tapasztalatok vezették David Hilbertet 1900-ban az alabbi kérdéshez: van-e olyan algoritmus (vala-
mely mechanikus, automatikus eljaras), amely barmely megadott diofantikus egyenletrél el tudja donteni, hogy van-e
megoldasa? Ha Hilbert koraban mar léteztek volna szamitogépek, nyilvan gy tette volna a kérdést, hogy van-e ilyen
szamitogépes program. A probléma megoldasara 70 évig kellett varni. Ahhoz, hogy a megoldast megérthessiik, be kell
vezetniink harom fogalmat.

Azt mondjuk, hogy természetes szamoknak egy végtelen sorozata rekurziv, ha van olyan algoritmus (azaz szamito-
gépes program), amely barmely szamroél el tudja donteni, hogy tagja-e a sorozatnak vagy sem. Példaul a 2-hatvanyok
sorozata rekurziv, mert barmely n pozitiv egészr6l el tudjuk donteni, hogy 2-hatvany-e vagy sem: addig osztjuk 2-vel,
amig paratlan szamot kapunk. Ha ez a szam 1, akkor n 2-hatvéany; egyébként pedig nem. A primszadmok sorozata is
rekurziv, hiszen barmely szamrol el tudjuk donteni, hogy prim-e: csak azt kell megvizsgalni, hogy oszthaté-e valamely
nala kisebb, de 1-nél nagyobb szammal. (Azzal most nem foglalkozunk, hogy ennek eldéntése mennyi ideig tart; a
lényeg az, hogy az algoritmus véges sok lépésben elvégezhets legyen.)

Egy sorozat akkor és csak akkor rekurziv, ha van olyan szamitégépes program, amely a sorozat tagjait ndovekvs
sorrendben kinyomtatja. Ha ugyanis a sorozat rekurziv, akkor irhatunk egy olyan programot, amely egymads utan
megvizsgalja a természetes szamokat és eldonti, hogy tagjai-e a sorozatnak, és ha egy n szamrdl dgy talalja, hogy
igen, akkor n-et kinyomtatja. Megforditva, ha van egy nyomtatoprogram, amely a sorozat tagjait névekvs sorrendben
kinyomtatja, akkor a kovetkezd algoritmust készithetjiik annak eldontésére, hogy egy n szadm tagja-e a sorozatnak.
Inditsuk el a nyomtatéprogramot, és varjunk addig, amig egy n-nél nagyobb szam megjelenik. Ha az eddig kinyomtatott
szamok kozott n szerepel, akkor tagja a sorozatnak, egyébként pedig nem (hiszen késébb mar nem keriilhet sorra).

Mas a helyzet, ha van ugyan olyan program, amely a sorozat elemeit kinyomtatja, de nem feltétleniil névekvs
sorrendben. (Az ilyen sorozatokat rekurzive felsorolhatd sorozatoknak nevezziik.) Egy ilyen sorozat esetében, ha egy n
szam megjelenik a kinyomtatott szamok kozott, akkor tagja a sorozatnak. Ha viszont n nem tagja a sorozatnak, akkor
ezt esetleg soha nem tudjuk meg, hiszen soha nem lehetiink biztosak abban, hogy n nem lesz-e késébb kinyomtatva.
Tehat egy rekurzive felsorolhatd sorozat nem feltétleniil rekurziv. A matematikai logika egyik nevezetes felfedezése,
hogy rekurzive felsorolhatd, de nem rekurziv sorozatok valoban léteznek, s6t, konkrétan meg is adhatok. (Ezt ugy
kell érteni, hogy konkrétan megadhat6 olyan program, amely kinyomtatja a sorozat elemeit. A sorozatot magat nem
tudjuk megadni abban az értelemben, hogy a tagjait felsoroljuk névekvs sorrendben, hiszen akkor a sorozat rekurziv
volna.)

A harmadik fogalom, amelyre sziikségiink lesz, a diofantikus sorozat fogalma. Egy diofantikus egyenlet altalanos
alakja (az egyenlet jobb oldalanak bal oldalra vitele utan) P(x1, za, ..., xr) = 0, ahol P(z1, x2, ..., x) egész
egylitthatos polinom; azaz olyan kifejezés, amely az x1, ..., x) valtozokbol és egész szamokbol képzidik az Osszeadas,
kivonas és szorzas miveleteinek felhasznédlasaval. Egy sorozatot akkor neveziink diofantikusnak, ha létezik egy egész
egyitthatos P(x1, ..., Tk, Tky1) polinom a kovetkezs tulajdonsaggal: egy y termeészetes szam akkor és csak akkor
tagja a sorozatnak, ha a P(x1, ..., x, y) = 0 diofantikus egyenletnek van megoldasa a természetes szamok korében,
azaz ha vannak x1, ..., ) természetes szamok ugy, hogy P(z1, ..., =k, y) = 0. Ekkor azt mondjuk, hogy a sorozatot
a P(x1, ..., g, Tr41) polinom generalja. A négyzetszamok sorozata példaul diofantikus, mert egy y szam akkor és
csak akkor négyzetszam, ha az 2> —y =0 (egyvaltozos) egyenlet megoldhato a termeészetes szamok korében. Tehat a
négyzetszadmok sorozatit az x% — 2 polinom generalja.

Nem nehéz belatni, hogy minden diofantikus sorozat rekurzive felsorolhat6. Tegyiik fel ugyanis, hogy a sorozatot a
P(x1, ..., Tk, Tk41) polinom generalja. A rovidség kedvéért nevezziik vektornak a természetes szamokbdl allo k + 1-
hossztusagi szamsorozatokat. Ekkor az Osszes vektort felsorolhatjuk egyetlen végtelen sorozatban. Ezt ugy tehetjiik
meg, hogy elssként felirjuk az (0, ..., 0) vektort, majd azokat, amelyekben 1 + ...+ zx11 = 1 (ezekbdl k + 1 van),
majd azok jonnek, amelyekben 1 + ...+ 241 = 2, és igy tovabb. Minden egyes (z1, ..., xx41) vektorra szamitsuk ki
a P(z1, ..., xk, Try1) értéket. Ha ez nulla, akkor nyomtassuk ki x4 1-et. Ha nem nulla, akkor ugorjunk at a kovetkezs
vektorra. Nyilvanvalo, hogy ilyen modon éppen azokat az y szdmokat nyomtattuk ki, amelyekre a P(x1, ..., zx, y) =0
diofantikus egyenlet megoldhato, és ezzel megmutattuk, hogy a kérdéses sorozat rekurzive felsorolhaté.

Marmost Hilbert problémajanak megoldasaban a kulcslépés annak bizonyitasa volt, hogy minden rekurzive felso-
rolhato sorozat sziikkségképpen diofantikus. A harom fogalom logikai kapcsolata tehat a kovetkezd:

rekurziv = rekurzive felsorolhaté6 <= diofantikus.



Ebbél pedig mar kovetkezik, hogy nincs olyan algoritmus, amely bdarmely megadott diofantikus egyenletrdl el tudnd
donteni, hogy van-e megolddsa. Vegyiink ugyanis egy olyan sorozatot, amely rekurzive felsorolhaté, de nem rekurziv.

Mivel ez a sorozat sziikségképpen diofantikus, létezik egy P(x1, ..., g, Tr+1) polinom, amely generalja. Ha létezne
olyan algoritmus, amely barmely diofantikus egyenletrél el tudja donteni, hogy van-e megoldasa, akkor minden y-
rol eldonthetnénk, hogy tagja-e a sorozatnak vagy sem, hiszen a P(z1, ..., x, y) = 0 diofantikus egyenletet az

allitélagos algoritmussal megvizsgélva megallapithatnank, hogy megoldhaté-e vagy sem. Ez azonban lehetetlen, mert
akkor a sorozatunk rekurziv lenne, holott olyan sorozatbdl indultunk ki, ami nem az.

A Hilbert-probléménak ez a negativ megolddsa nem jelenti azt, mintha talaltunk volna egy olyan diofantikus
egyenletet, amelyrél sohasem donthetjiik el, hogy van-e gyoke vagy sem. Elvileg elképzelhetd, hogy el6bb-utébb mind-
egyik diofantikus egyenletrdl kiderithetjiik, hogy megoldhaté-e. Ebben az esetben azonban a médszernek egyenletrdl
egyenletre valtoznia kell; 4ltalanos, minden egyenletre egyarant alkalmazhaté algoritmus nincs.

*

Most térjlink vissza a primszamokhoz. Mivel a primszamok sorozata rekurziv, ezért rekurzive felsorolhato, tehat

diofantikus. Igy létezik egy P(x1, ..., Tx, Tr41) polinom, amely a primszamok sorozatat generalja. Képezziik a
Q(x1, -y Ty, Tpt1) = Tht1 (1 —2P%(xq, ..., Tp, xk+1))

polinomot. Ha Q-ban az x1, ..., xk, Trp+1 valtozok helyére természetes szamokat helyettesitiink, akkor két eset lehet-

séges.

(i) P(x1, ..., xk, x+1) = 0. Ekkor 2441 prim (mert P a primeket generélja), és Q(x1, ..., Tk, Tpt+1) = Tht1-

(ii) P(x1, ..., ok, 2pp1) # 0. Ekkor 1 — 2P%(xq, ..., ap, 2p1) <1 -2 <0 és igy

Q(z1, ..., Tk, Tp41) < 0.

Azt kaptuk tehat, hogy @-ba természetes szamokat helyettesitve vagy primet vagy nem-pozitiv szamot kapunk.
Masrészt igy minden primet megkapunk, mert ha p prim, akkor P(x1, ..., zx, p) = 0 alkalmas 1, ..., xp-ra, tehat
Q(z1, ..., zk, p) = p. A fentieket Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a
(9) max(Q(z1, ..., Tk, Tht1), 2)

kifejezés a valtozdk nemnegativ egész értékeire mindig primet ad, és minden primet megad. Ilyen tulajdonsagi @
polinomok explicite is megadhatok; sajnos mindegyikiik komplikalt. Van kozottiik 10-valtozos, ennek a foka azonban
nagyobb 10%-nél. Van 5-6dfoku ilyen polinom is; ez azonban 42 valtozot tartalmaz. A jelenleg ismert legegyszeribb
egy 26-valtozos, 25-6dfoku polinom, amely kinyomtatva 9 sort foglal el a [3] konyv 115-116. oldalan.

A bonyolultsagtol eltekintve (9) majdnem ideélis primképletnek tekinthets; csak a tobbvaltozos jellege zavaro egy
kicsit. Felmeriil a kérdés, nem lehetne-e hasonld, de egyvéltozos képletet nyerni. Esetleg lemondhatnank arrél, hogy a
képlet minden primet elGallitson, megelégednénk végtelen sok prim elGallitasaval is. Egy egyszert otlettel (9) azonnal
egyvaltozossa tehets: irjunk az x; valtozok helyébe egy-egy fi(n) fliggvényt. Az igy kapott

(10) max(Q(fi(n), ..., fer1(n)), 2)

képlet egyvaltozos, és ha az f;(n) érték nemnegativ egész minden i =1, ..., k+1l-reésn =0, 1, 2, ...-re, akkor (10)
minden n-re primet fog elGallitani.

Latszolag készen vagyunk. Azonban a dolog mégsem ilyen egyszert: ha pl. fi, ..., fri1 gyanant egész egyiitthatos
polinomokat valasztunk, akkor a (10) képlet csak véges sok kiilonboz6 értéket fog elGallitani. Ugyanis ebben az esetben
Q(fi(n), ..., frr1(n)) = q(n) is egész egyiitthatos polinom lesz. Ha g konstans, akkor max(g(n),2) is konstans. Ha ¢
nem konstans és a fégyiitthatoja negativ, akkor minden elég nagy n-re ¢(n) < 0, tehat max(q(n),2) = 2. Ha viszont
g nem konstans és a fégyiitthatoja pozitiv, akkor minden elég nagy n-re g(n) > 2, tehat max(q(n),2) = q(n). Ez azt
jelentené, hogy ¢(n) minden elég nagy n-re primszam, amirél mér belattuk, hogy lehetetlen (egy nem konstans egész
egyiitthatos polinom az n végtelen sok értékére dsszetett szamot ad). Ez az eset tehédt nem fordulhat eld!

Ez a jelenség elss pillantasra hihetetlennek ttnik: a Q(x1, ..., zk, Try1) polinomnak végtelen sok pozitiv értéke
van (hiszen minden primet felvesz), de akarhogy helyettesitiink egész egyiitthatos polinomokat a valtozok helyébe,
a kapott Q(f1(n), ..., frr1(n)) = ¢(n) polinom vagy konstans, vagy pedig negativ minden elég nagy n-re. Ez a
kiilonos jelenség azonban mar egész egyszerid polinomok korében is fellep. Meg lehet mutatni, hogy a Q(z, y) =
(% +1)(1 — 2(2* — 2y* — 1)?) polinom is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Ha el akarjuk érni, hogy a (10) képlet végtelen sok primet szolgaltasson, a legegyszeribb az fi, ..., fr+1
fiiggvényeket ugy megvalasztani, hogy minden (ay, ..., agy1) vektor el6alljon (fi1(n), ..., fr+1(n)) alakban. Ek-
kor (10) minden primet el§ fog allitani. Ha egy (a1, ..., agt1) vektorhoz létezik egy n természetes szam, mely-
re fi(n) = a1, ..., fr+1(n) = agy1, akkor azt fogjuk mondani, hogy az fi, ..., fr+1 fliggvények kddoljik az
(a1, ..., ag+1) vektort. Olyan fliggvényeket keresiink tehat, amelyek minden, nemnegativ egészekbdl allé vektort ko-
dolnak. Mint lattuk, ezt polinomokkal nem érhetjiik el, ezért fel kell hasznalnunk maés fiiggvényeket is. Ekkor azonban
egy ujabb technikai nehézség 1ép fel. Ha szeretnénk minél egyszeribb képleteket hasznélni, akkor az f; fiiggvények



nemcsak a pozitiv egészekbdl, hanem a tetszéleges egészekbdl 4116 vektorokat is kodolni fogjak. A @ polinom a negativ
egészekben felvehet pozitiv Osszetett szamot is, és akkor (10) értéke nem lesz minden n-re prim. Ezen a kovetkezs
modszerrel segithetiink. Legyen m = 4(k + 1), és tekintsiik a

Qilyr, - Yym) = QUi+ U3+ U3 + i Vs +Ue T Y3+ U3 - Yoz + Yo+ Yo 1+ Ui)

polinomot. Ezt tehat ugy kapjuk Q-bol, hogy mindegyik x; valtozo helyére négy j valtozo négyzetOsszegét irjuk.
Most felhasznaljuk azt a nevezetes tételt, amely szerint minden természetes szam elGall négy négyzetszam Gsszegeként
(lasd [1], 237. oldal). Nyilvanvalo, hogy Qi-ben a valtozok helyére tetszdleges egészeket helyettesitve ugyanazokat
az értékeket kapjuk, mint amikor Q-ban a véltozok helyére tetszéleges természetes szamokat helyettesitiink. Igy a
max(Q1(y1, -, Ym),2) képlet primszamot szolgaltat valahanyszor y1, ..., ym egészek, tovabba minden primszamot
megkapunk mar akkor is, ha az y;-k helyére természetes szamokat helyettesitiink.

Olyan fliggvényeket fogunk gyéartani, amelyek minden m-hosszusagu, természetes szamokbol all6 vektort kodolnak.
Ezeket az y; valtozok helyére irva egyvaltozos primképletet kapunk. A konstrukciot csak m = 2-re és m = 3-ra adjuk
meg, de vildgos lesz, hogy minden m-re elvégezhetd.

Lassuk be elGszor, hogy az ([vn], n — [\/ﬂ2) fiiggvénypar minden olyan (b, by) szampart kodol, amelyre
b1 > bs > 0. Legyen ugyanis n = b% + by. Ekkor

b <n<bi42b +1

(hiszen b2 < bl), tehét bl < \/ﬁ < b1 + 1. igy [\/ﬁ] = b1 és

n—[Vi]? = (6 + bs) — b3 = bs.

Ha most aj, az tetszéleges természetes szamok, akkor a; + az > as, tehat van olyan n amelyre [v/n] = a; + a2

és n — [\/ﬂz = ay. Ekkor [vn] — (n— [\/5]2) =aqa; ésn— [\/ﬁ}z = ap, tehat az ([v/n] —n + [\/ﬂz, n— [\/5]2)
fliggvénypar minden természetes szamokbol allé szampart kodol.
Most tekintsiik az m = 3 esetet. Belatjuk elészor, hogy a

gi(n) = [Vn], g:(n) = [Va] = 1(n)?,  gs(n) =n — (91(n)? + ga(n))”

fiiggvények minden olyan (by, ba, b3) vektort kodolnak, melyekre by > by > b3 > 0. Valoban, legyen n = (b3 +bg)? + bs.
Ekkor (b3 +b2)? < n < (b34b2)?+2(b3+bg)+1 (hiszen by < by), tehat b3 +by < v/ < bi+bo+18sb3 < /n < b3+2b+1
(hiszen by < by). Igy [v/n] = b7 + ba, [¥/n] = b1, amib6l g1 (n) = b1, g2(n) = ba, és g3(n) = bs.

Ha most a1, ag, as tetsz6leges természetes szamok, akkor a; + as + as > a2 + a3 > as, tehat van olyan n, amelyre
g1(n) = a1 +as+as, g2(n) = az + as és gs(n) = az. Ebbdl kovetkezik, hogy a g1 — go, g2 — g3 és g3 fiiggvények minden
termeészetes szamokbol allé szamharmast kodolnak.

Ezt a konstrukciét minden m-re elvégezhetjiik. Ha az igy kapott fiiggvényeket (Q1-be helyettesitjiik, akkor végiil is
a kovetkezd tételt kapjuk.

Létezik olyan f(n) kifejezés, amely az n, [\/ﬁ], [{‘/ﬂ R [2%] fliggvények egész egyiitthatds polinomja (azaz a
fenti fiigguényekbdl és egész szamokbol kaphato az dsszeadds, kivonds és szorzds mdveleteinek segitségével), és amelyre
a max(f(n), 2) (n=0, 1, ...) szdmok halmaza pontosan a primszimok halmazdval egyenld.

Ilyen alakban nem csak a primszamok allithatok elg. Ha ismét attekintjiik a tételhez vezetd gondolatmenetet, 1at-
hatjuk, hogy barmely rekurzive felsorolhaté sorozatnak van ilyen elgéallitasa. Mindazonaltal a primszamok elgallitasaval
kapcsolatban felmeriil néhany érdekes kérdés.

1. A primszamokat elgallito képletekben mennyi az r minimalis értéke? (A fenti gondolatmenet r = 39-et ad, hiszen
k-ra az ismert legkisebb érték 9, és r = m — 1 = 4(k + 1) — 1.) Lehet-e pl. olyan primképletet megadni, amely csak az
n és [v/n] fiiggvényeket hasznélja?

2. Megadhato-e olyan, fenti alaka f fliggvény, amelyre f(n) = p, minden n-re?
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