1. Bevezetés

Szamos gyakorlatban felmeriilé probléma vizsgalata soran segitséget nyijthat, ha atfogalmazzuk
grafelméleti feladatta, azaz kolcsonosen egyértelmi kapcsolatot létesitiink a grafelméleti feladat meg-
oldasa, és a konkrét probléma megoldasa k6zott. Ez nemcsak azért hasznos, mert attekinthetébbé,
matematikailag kezelhetGbbé valik a problémank, hanem azért is, mert elsé latasra kiilonb6zé problé-
mak vezethetnek ugyanarra a feladatra. A tovabbiakban az altalunk valasztott feladat a szinezés lesz.
Mielstt Osszefoglalnank a sziikséges alapismereteket, definiciokat, és azt, hogy pontosan mit is értiink
szinezésen, lassunk egy-két példat grafokra. Ha megérkeziink egy tarsasagba, rogton felmérjiik, kit
ismeriink, és kit nem. Eredményiinket a sikon igen szemléletesen abrazolhatjuk. Bizonyos pontokat
(hivjuk Sket cstucsoknak) a jelenlévé emberekhez rendeliink, és két cstucsot Osszekotiink, ha a hozzajuk
rendelt emberek ismerik egymast. Graffal abrazolhatjuk példaul egy jégkorongbajnoksagban a kiilon-
bo6z6 csapatok mérkdzéseit. Minden csapatnak megfeleltetiink egy pontot, két pontot annyi él k6t 6ssze,
ahanyszor a két csapat jatszott egymassal. A gydztesnek megfeleltetett pontbdl a vesztesé felé vezetd
él végére nyilat rajzolunk. (A dontetlent most nem engedjiik meg.)

2. Definiciék

Induljuk ki egy V véges halmazbdl; ennek elemei lesznek a graf csicsai. Az i és j csticsokat 6sszek6ts
élt megfeleltetjiik az [i, j] parnak, az igy kapott parok felsorolasat jeldljiik F-vel. Egy [i, j] par annyiszor
eleme F-nek, ahany él 6sszekoti i-t és j-t. (Emiatt F nem feltétleniil halmaz.) Szokasos még [i,j] € E
esetén az i és j szomszédos cstuicsokrol, vagy e = [i, j] jelolés esetén az e élre illeszkedd csticsokrol beszélni.
E jeloléssel az e él végpontjai i és j. Két él szomszédos, ha van kozos végpontjuk.

A G = (V,E) graf egyszeri , ha nincs olyan éle, amelynek végpontjai azonosak (hurokél), és tetszoleges
két csicsat nem koti 6ssze egynél t6bb €l (nincs ¢6bbszirds éle G-nek). Ez utébbi feltétel azt biztositja,
hogy F is halmaz lesz, hiszen nem lesz két kiilonb6zé él azonos végpontokkal.

A G = (V,E) graf részgrifia a H = (V' E’) graf, ha V' C V, E' C E Ggy, hogy E’ elemeinek végpontjai
benne vannak V'-ben. Ezt a feltételt azért koveteljiikk meg, mert egyébként elé6fordulhatna az, hogy egy
él valamely végpontja nem tartozna a részgrafhoz.

AG= (v, E) graf iranyitott, ha E elemei rendezett parok. Az iranyitatlan graf éleitdl eltérden (i, j)-vel
jelsljiik E elemeit, és (i,§) € E esetén i-bdl j-be mutatd élrél beszéliink. Az e = (i,7) jelolés esetén az e él
kezddpontja i, végpontja j.

Legyen ig, i1, ..., iy €V és e1, €2, ..., ex € E. Az (ig, €1, 41, €2, i2, ..., ix—1, €k, ix) sorozatot sétinak
nevezziik, ha e; az i;_;-et és i;-t 6sszek6ts él minden j =1, 2, ..., k esetben. Ha iy = i}, akkor a séta
zdrt. Ha a csicsok mind kiilénbo6zdk, akkor a séta neve ut. Ha ezen kiviil zart is, akkor ez egy kir a
grafban. Az Gt vagy a kor hosszan az 6t alkot6 élek szamat értjiik. Iranyitott grafokban hasonlé médon
definialhat6é az irdnyitott it és az irdnyitott kér fogalma.

Az i csucs foka a G gratban az i-re illeszkedd élek szama. Jele: d;(i). A G graf d-reguldris, ha dg(i) = d
minden i csiicsra. Egy i cstiics G-beli szomszédainak halmazat jelolje Mg (7).

Alljon F a G graf bizonyos éleibsl. F pdrositds, ha nem tartalmaz szomszédos éleket. Ha G éleit
felbontjuk diszjunkt parositasokra, akkor G egy élszinezését kapjuk. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy
az éleket kiszinezziik néhany szinnel Ggy, hogy minden csicsra csupa kiilonb6zé szind él illeszkedjen.
Az azonos szini élek alkotjak a parositasokat, hiszen minden élt csak egy szinnel szineztiik (nincs tarka
él) épp tugy, hogy két azonos szini ne lehessen szomszédos.

Ha az F olyan péarositas, amelyben a benne szereplg élek végpontjai kiadjak V-t, roviden, ha F
1-regularis, akkor F' neve: faktor. G éleinek felbontasa diszjunkt faktorokra a faktorizdcio.

3. Sportversenyek lebonyolitasa

Bizonyos sportagak bajnoksagat kormérkszéses formaban bonyolitjak le. Ez azt jelenti, hogy a baj-
noksag tébb fordul6bdl all, egy-egy forduléban barmely két csapat legfeljebb egyszer jatszik, a baj-
noksag végére viszont barmely két csapat pontosan egyszer megmérkszik egymassal. Feladatunk meg-
szervezni n csapat kormérkézéses bajnoksagat gy, hogy az a lehets legkevesebb fordulébdl alljon. A
fordulok szamat minimalizalni konnyt lesz, maga a lebonyolitas pedig faktorizaciés problémahoz vezet.

Legyen n paros, a paratlan n esetét majd erre vezetjiik vissza. Készitsiik el a kovetkezs grafot.
Minden csapatnak feleltessiink meg egy cstcsot, majd a kapott n csics k6z6tt htzzunk be minden
lehetséges élt. Az igy kapott grafot K, -el jel6ljiik, és n cstcsi teljes grafnak hivjuk. Kénnyd latni, hogy
K, (n— 1)-regularis. Tekintsiik K,, egy élszinezését; a kiilonb6zs szind élek halmazait jeloljiikk M, Mo,
«+.y Mgi-vel, ahol M; az ,,1”-szind, Ms a ,,27-szind, ..., My a ,,d’-szinid élek halmaza. Most mar kaphato egy
sportverseny-lebonyolitas agy, hogy ha [i,j] € M, akkor az i és a j csapat a p-edik napon (fordul6ban)



mérkézik. Paros n esetén d elméletileg elérheté minimuma n — 1 (K, tetszOleges élszinezése esetén
d > n—1, hiszen van olyan cstiics (mind), amelynek foka n—1, azaz n — 1 kiilénb6z6 szinre mindenképpen
sziikség van), ekkor minden forduléban minden csapat jatszik. Grafnyelvre leforditva K, élszinezését
keressiik n— 1 szinnel, ami nem mas, mint K, faktorizaciéja, ahol az i-edik faktorba esd éleket szinezziik
az,,i” szinnel. Paros n esetén viszont K, faktorizalhat6, ez egy konkrét faktorizacié elsallitasaboél azonnal
latszik. Jeloljiik K, csicsait az 1, 2, ..., n szamokkal. Az els6 n—1 cstcsot rakjuk le egy szabalyos (n—1)-
sz0g cslcsaira, az utols6t pedig a szimmetria-k6zéppontra. Az elsG faktor legyen a kévetkezg: kossiik
Ossze az l-es cslcsot a szimmetria-kézéppontban 1évé n-es csiicesal, a 2-est az (n — 1)-essel, a 3-ast
az (n — 2)-essel, stb... Az 8sszes t6bbi faktort agy kapjuk, hogy mindig elforgatjuk az el6zé abrat a
szimmetria-k6zzéppont koriil 360°/n fokkal (a szamozas marad). Kg el6z6 faktorizaciojat lathatjuk az
1. dbrdin (most még ne zavarjanak az iranyitott élek). Akik matematikailag pontosabban is szeretnék
megfogalmazni az allitast, azok szamara megjegyezziik, hogy F; (az i-edik faktor) felirhaté a kévetkezd
alakban:
F,=A{[n,i]}u{li+k,i—k]| k=1, 2, ..., (n/2) -1},

ahol az i + k, illetve az ¢ — k értékek modulo (n — 1) értendgek.

Paratlan n esetén vegyiink fel egy fiktiv csapatot, végezziik el az el6z6 faktorizaciét, majd a sportverseny-
lebonyolitast gy kapjuk, hogy forduloként a fiktiv csapattal Gsszekeriilt csapat pihen. Igy paratlan n
esetén egy n + 1 fordulés bajnoksagot kapunk, és kénnyen lathaté, hogy jobbat nem is varhatunk.

Valamivel érdekesebbé tehetjiik a feladatunkat, ha figyelembe vessziik a hazai, illetve vendég mérké-
zéseket. Grafmodelliinkben ezt tgy tehetjiik meg, hogy az [i, j] éleket kicseréljiik (i, j) iranyitott élekre,
és egy (i,7) €l esetén azt mondjuk, hogy i vendég mérkszést jatszik j otthonaban. Igy, ha mar van egy
élszinezésiink, akkor még iranyitanunk is kell valahogy az éleket. Ezt irdnyitott élszinezésnek hivjuk, és
Ml, M2, .. Md vel jeloljiik. Ezek utan konnyen elképzelhets, hogy mit jelent az irdnyitott faktorizdcio.
Egy 1rany1tott élszinezés a konkrét verseny-lebonyolitast hasonléan definialja, mint az el6bbi esetben,
itt ha (7,j) € Jpr, akkor az i vendég mérkdzést jatszik j otthoniban a p-edik forduléban. Adott lebonyo-
litas esetén kitolthetiink egy tablazatot (a Hazai—Vendég Mérleg-et, a tovabbiakban HVM), 2n csapat
esetén 2n x (2n — 1)-es lesz, a sorok a csapatoknak, az oszlopok a forduléknak felelnek meg, és az i-edik
sor k-adik helyére V-t, H-t irunk, ha az i-edik csapatnak a k-adik fordul6ban vendég, hazai mérkszése
van, vagy 0-t, ha ekkor pihen. Allapodjunk meg a kovetkezs jel5lésekben: jeldlje S a lebonyolitast, az
S-hez tartoz6 HVM jele H(S), az elemeit pedig h;;(S) jeloli. Az i csapat idénye a H(S) i-edik sora.

A csapatok nem szeretik, ha idényiikben egymas utan ugyanolyan betid all, azaz ha két egymast
kovets fordulé mindegyikében hazai vagy vendég mérkszeést kell jatszaniuk. Igy feladatunk — a csapatok
beleegyezésével — az, hogy a faktorizacié utan az egyes faktorokban 1évé éleket agy iranyitsuk, hogy
a fenti nem kivant el6fordulasok szamat minimalizaljuk. A kénnyebb hivatkozas kedvéért, ha h;,(S) =
hik+1(S) = H vagy V, akkor azt mondjuk, hogy az i-edik csapatnak kritikus mérkézése van a (k + 1)-edik
forduloban. Az el6bbi fogalmak szemléltetésére Ky egy iranyitott faktorizaciéja lathaté az 1. dbrdn, a
tabldazatban pedig az ehhez tartozé6 HVM, ahol a kritikus mérkdzéseket alahaztuk.

1. fordulé | 2. fordulé | 3. fordulé |4. fordulé |5. fordulé
1. csapat A\ H \% H A\
2. csapat A\ H H Vv H
3. csapat H A\ A\ H A\
4. csapat A\ H \% H H
5. csapat H A\ H A\ A\
6. csapat H A\ H A\ H

A kritikus mérkégzések szamara alsé becslés elég kénnyen adhaté, ehhez sziikségiink van még egy
grafelméleti fogalomra. A G graf csiicsaibél allé6 halmazt figgetlennek mondjuk G-ben, ha nem tartalmaz
szomszédos csiicsokat. Jelolje o(G) a fiiggetlen G-beli halmazoknak a maximalis méretét. Az igért becslés
a kovetkezd:

Tétel. Legyen G d-regularis, faktorizalhato, 2n csiucsu graf. Ekkor tetszdleges irdnyitott faktorizdcidjihoz (ﬁl, F_')g,
, Fy-hez) tartozo kritikus mérkézések szama legaldbb 2(n — a(Q)).

Bizonyitas. (i) Eldszor azt latjuk be, hogy legfeljebb a(G) csapatnak azonos az idénye. Tegyiik fel,
hogy T > «a(G) csapatnak azonos az idénye. Mivel T szamu csics kozott biztos van két szomszédos,
mondjuk i és j, igy lesz i-j mérkéozés, azaz valamilyen k-ra h;;(S) # h;i(S). (Ha egy i—j mérkdzés az
egyik csapatnak hazai, akkor a masiknak vendég.) Ez viszont ellentmondas, azaz o(G) > T.

(ii) Legfeljebb 2a(G) csapatnak lehet kritikus mérkézések nélkiili idénye, hiszen (i)-bdl ad6déan
legfeljebb a(G) csapat van, melynek idénye H-val kezd&dik és nincs kritikus mérkézése, hasonléan
legfeljebb a(@) csapat van, melynek idénye V-vel kezdddik és nincs kritikus mérkdszése.

(iii) Igy mar adédik, hogy legalabb 2n — 2a(G) = 2(n — a(G)) idény van legalabb egy kritikus mérké-
zéssel, ebbdl viszont kévetkezik az allitas.



Kovetkezmény. K, tetszdleges (ﬁ, F_';, cee ﬁgn,l) iranyitott faktorizaciéjahoz tartozé kritikus meér-
kozések szama legalabb 2n — 2.

K¢ esetén ez a szam 4, és mint lathato a tdbldzatban, az altalunk adott faktorizacidohoz éppen 4 kritikus
mérkozés tartozik, tehat optimalis abban az értelemben, hogy kevesebb kritikus talalkozéval nem lehet
6 csapat bajnoksagat lebonyolitani.

4. Egy feladatkiosztasi probléma

Tegyiik fel, hogy m munkassal dolgoztatunk. Jeloljiikk ket Py, P, ..., Pp,-mel, halmazukat P-vel. A
munkasokkal el kell végeztetniink n munkat, jeliikk legyen J = (J1, Ja, ..., J,). Minden munka részfel-
adatokra van felosztva a munkasoknak megfelelden, azaz barmely J; munka T1;, T4, ..., T),; részekre

osztott, ahol a T;; részt csak a P; munkas végezheti el. Tegyiik még fel hogy az el6bbi T;; feladatot a F;
munkas pi; 1d6 alatt végzi el, ahol p;; egész. (Ha valamely p;; nulla, akkor azt mondjuk, hogy a megfelelé
T;; nem létezik.) A feltételekhez tartozik még, hogy egy adott munka részfeladatait nem végeztethet-
juk el egyszerre, valamint egy munkas egyidében csak egy részfeladattal foglalkozhat. Az elsd feltételt
agy magyarazhatjuk, hogy csak egy munkaallomassal rendelkeziink munkanként, igy egyiddében csak
egy munkas dolgozhat. Feladatunk ezek utan az, hogy minél révidebb id§ alatt végezziink az Osszes
munkaval.

Grafmodellt ebben az esetben is kénnyd adni. Legyenek a csticsok a munkasok és a munkak, jel6ljiik
P, illetve J;-vel. Ha egy T;; részfeladat elvégzésének ideje p;;, akkor hazzunk be p;; darab [P;, J;] élt.

Ha most tekintiink egy élszinezést, My, M>, ..., My-t, akkor definialhaté egy d ideji megoldas a
k6vetkezG6 moédon: az elsé idGegység elején kezdjiik el az M;i-beli éleknek megfeleld részmunkakat, a
masodik idSegység elején az eddigieket félbeszakitjuk, majd az Ms-beli éleknek megfeleleket kezdjiik
el, stb...Igy a két feltételt valoban nem sértjiik meg, de olyan eset eléfordulhat, hogy egy munkas
nem fejezi be teljes egészében a raosztott feladatot, hanem egy masikba kezd, majd késGbb visszatér
a félbehagyotthoz. Ezt persze nem is tiltottuk meg. Nézziik meg figyelmesebben a modellezés soran
nyert grafot. A csicsait két diszjunkt halmazba sorolhatjuk ugy, hogy a halmazokba esd csiicsok k6zott
él nem vezet. Az ilyen struktarija grafok neve: pdros grdf. Mar a 3. pontban is felhasznaltuk azt az
egyszeri tényt, hogy egy graf élszinezésének mérete legalabb akkora, mint a maximalis fokszama (jele:
A(Q)). Paros grafok esetében viszont tobbet is mondhatunk:

Konig-tétel. Ha G pdros grif, akkor létezik élszinezése A(G) szinnel.
Vagyis feladatunk megoldhaté A(G) id6 alatt (ennél gyorsabban nem is lehet), s6t az is igaz, hogy
egy ilyen feladatkiosztast ,,gyorsan” talalhatunk. A(G) felirhatoé p;;-k segitségével a kovetkezé médon:

A(GQ) = max{maprgJ, maxngg}

Erdekesebb lehet a feladat ha figyelembe vessziik a munkabéreket, vagy mas koltségeket. Ekkor
ésszeri kérés, hogy ne csak gyorsan, de olcsdn is végezziink az Gsszes munkaval

Hogy a fenti problémat matematikailag leirjuk, jeloljiik c;-vel az i-edik idGegység atlagos koltségét,
azaz az Osszes koltség az i-edik idGegység alatt c;|M;|, ahol |M;| az i-edik idGegység alatt végzett munkak

szama (az ,,i” szinid élek szama G-ben). Igy ha My, Ms, ..., M, egy élszinezés, akkor az ehhez tartozo
S megoldas (iitemezés) Osszkoltsége: ch|Ml|

Egy G = (V,E) hurokél mentes graf esetén egy H = (hy, h2, ..., h;) nemnegativ egészekbdl allo
sorozatot szin-megengedettnek hivunk, ha hy > hy > --- > hy ; Zhi = és létezik k szinid élszinezése
G-nek, My, M, ..., M}, agy, hogy |M;|=h; i=1, 2, ..., k esetén.

Két sorozatot Osszehasonlithatunk: legyenek H = (hy, ho, ..., hy), H = (h}, hy, ..., h}) szin-
megengedettek G-ben. H > H', ha hy + ho + --- + hj > h} + hiy 4 --- + I; teljesiil minden j =1, 2, ..., k
esetén.

Legyen C(G) a G-beli szin-megengedett sorozatok halmaza. Mivel h; értéke 0 is lehet, k értékét
minden sorozat esetén vehetjiik |F|-nek (az élek szamanak). Ekkor |C(G)| < co. Egy H € C(G) mazimdlis,
ha nincs olyan H' € C(G), hogy H' # H és H' > H.

Erdemes megemliteni a kovetkezd allitast:

Tétel. Hao H € C(G) és H > H', akkor H' € C(G).

A 2. dbrdn lathaté grafnak (amelyrdl konnyen belathaté, hogy paros graf) kétféle élszinezését abra-
zoltuk a 3. dbrdn (ahol a szamok kiilonb6z6 szineket jelentenek). A megfeleld sorozatok: H = (5,2,2) és
H' = (4,4,1). A fenti tételbsl adédik, hogy (4,3,2) és (3,3,3) is szin-megengedett, hiszen (4,3,2) < H és
(3,3,3) < (4,3,2).

Tegyiik fel, hogy a koltségek rendezettek: ¢; < co < --- < ¢;. Ez a feltevés nem jelenti az altalanossag
megszoritasat.



Tétel. A ¢(H) = Zcihi minimdlis értékét olyan H € C(QG) esetén veszi fel, ami mazimalis.

Bizonyitas. Legyen H' € C(G) olyan, ami nem maximalis. Ekkor létezik H € C(G) maximalis gy,
hogy H > H'. Egyrészt

(%) > el =ci(hy 4Ry + -+ hi) + (ca — cr)(hy + By + .. ) + -+ + (ck — ck1)hj.

Valamint H > H' miatt

hy > hihy 4 hy > By +hY thy +hy + -+ hy, = By + by + - + h},.

Kivonva rendre minden egyenlGtlenséget az utolsé egyenletbdl, azt kapjuk, hogy

By +hly 4+ R > ho+ha4 -+ hyhly +hy 4+ hjy > hg + ha + -+ hy iR}, > hy..

Ezeket az egyenlGtlenségeket (x)-ba helyettesitve ((¢; — ¢;—1) > 0 miatt):
Zcih/i >ci(hr+ha+--+hg)+(ca—c1)(ha +hs+ -+ hg)+ -+ (ck — ck1)hg == Zcihi-

Tehat azt kaptuk, hogy nem maximalis sorozat nem lehet minimalis koltségi, ez pedig ekvivalens a
tétel allitasaval.

E tétel alapjan tehat elég lenne az Osszkoltség minimalizalasahoz C(G)-ben maximalis sorozatot
keresni. Viszont lehet t6bb maximalis sorozat is C(G)-ben, példaul a 3. dbrdn lathaté (5,2,2) és (4,4,1)
mindegyike maximalis. S6t, (¢1,ce,c3) = (0,1, 3) koltségek esetén a minimalis 6sszkdltség a (4,4, 1) sorozat
esetén adodik, mig (1, c2,c3) = (0,2, 3) kbltségek esetén pedig (5,2, 3)-nal.

5. Frekvencia-hozzarendelés
Az Gjabb problémak megoldasahoz sziikségiink lesz a grafszinezések egy Gjabb csoportjanak megis-

merésére. Eddig a grafunk éleit szineztiik, most viszont attériink a cstcsok szinezésére. Egy szinezést
akkor tekintiink ,,j6”-nak, ha minden szomszédos csiicspar kiilonb6zd szint kap. Ezt valamivel precizeb-

ben is megfogalmazhatjuk. Legyen G egy iranyitott graf. Az f:V — {1, 2, ..., k} fliggvényt a G graf
klasszikus (k-szint) szinezésének mondjuk, ha G minden (i,j) iranyitott élére teljesiil, hogy
(1) fG) = f@) #0.

Ezt az egyszerd definiciot altalanositva eljutunk egy olyan szinezés definiciéhoz, ami hasznalhat6 lesz
a vizsgaland6é problémank szempontjabél. Eldszor is minden (i,j) élhez rendeljiink egy T;;-vel jel6lt,
egészekbdl all6 halmazt gy, hogy minden 7;; tartalmazza a nullat. Az el6bbi definicié altalanositasaként
k-szind T-szinezésrol beszéliink, ha az el6bbi f fiiggvényre (1) helyett

(2) fG) = 1) € Ty

teljesiil G minden (i,j) élére. Vegyiik észre, hogy ha minden T;; = {0}, akkor a T-szinezés egybeesik a
klasszikus szinezéssel.

Rendeljiink minden i csticshoz egy c¢; pozitiv egészt. Tegyiik fel, hogy az (i,j) élekhez rendelt Tj;
halmazokra teljesiil, hogy

(3) {—Cj—f—l, —cji+2,...,¢—2, Ci—l}gTij.

Ilyen feltételek mellett a T-szinezést intervallum T-szinezésnek hivjuk. Az elnevezés magyarazata az a
szemléletes kép, hogy ha minden i csticshoz ¢; egymas utani szint rendeliink, akkor szomszédos csiicsok
szinei k6z6tt nem lesznek azonosak. Abban az esetben, amikor minden csicshoz az 1 szamot rendeljiik,
visszakapjuk a T-szinezést, hiszen a (3) feltétel a {0} C T;; feltétellé redukalodik.

Visszatérve a gyakorlati kérdésekre, megfogalmazhatunk két olyan problémat is, melyek a lehetd
legkevesebb szini intervallum T-szinezések megkeresésére vezethetdk vissza.

Az elsé probléma hasonlit a munkakiosztasi feladathoz, viszont itt mas feltételeket szabunk. Legyen
J az elvégzendé munkak halmaza. JelGlje ¢; az i munka elvégzésének idejét. Bizonyos i, parok nem
végezhetSk egyszerre, mig mas i,j paroknal olyan feltételt irunk elg, hogy j; megkezdése elGtt i-nek
be kell fejezGdnie. Feltétel még, hogy ha elkezdiink egy munkat, akkor azt be is kell fejezni. A feladat
ezek utan az, hogy a lehetd legrovidebb idé alatt elvégezziik az Osszes munkat a feltételek megtartasa
mellett.



A modellt a kovetkez6 modon gyartjuk: minden ¢ munkanak feleltessiink meg egy cstiicsot, és lassuk
el a ¢; értékkel. Ha i és j nem végezhets egyszerre, akkor hazzunk be egy (i,j) élt, és ahhoz rendeljiik
hozza a T;; = {—c;+1, ..., ¢; — 1} halmazt. Ha j csak akkor végezhetd, ha i befejez6d6tt, akkor hazzunk
be ugyancsak egy (i,j) élt, de a

Tij Z{—]\/[, —]\/f—f—l, ceey Ci—l}

halmazzal, ahol M egy ,elegendden” nagy (pozitiv) szam (pl: M = Z ¢;). Kénnyen lathaté, hogy koélcso-
nosen egyértelmii kapcsolatot létesithetiink az el6bb konstrualt graf k-szinid intervallum 7T-szinezése, és
az eredeti probléma k idGegység alatti litemezése k6zott. S6t, az is konnyen adodik, hogy e grafnak pon-
tosan akkor létezik intervallum T-szinezése, ha azon (i, j) élek, amelyekre T;; = {—M, —M+1, ..., ¢;,—1},
nem alkotnak iranyitott kort.

A kapott modellt kis modositassal altalanosabb probléma esetén is hasznalhatjuk. Tegyiik fel ugyanis,
hogy j csak akkor kezdhetd, ha i befejezése utan legalabb p id6 eltelt (példaul meg kell szaradnia a
festéknek). A modellt agy moédositjuk ebben az esetben, hogy felvesziink egy fiktiv f cstcsot ¢y = p
értékkel, valamint behtzzuk az (i, ) és az (f,j) éleket a T;p = {-M, ..., ¢;—1} ésa Ty ={-M, ..., p—1}
halmazokkal.

Erdemes megjegyezni, hogy ha a modellként kapott graf csak olyan (i, j) éleket tartalmaz, amelyekre
T;; = {—M, ..., ¢; — 1}, akkor a legkisebb intervallum T-szinezés megtalaliasa visszavezethets az ugy-
nevezett leghosszabb ut keresésre. Nem til precizen fogalmazva ezt ugy kell elképzelni, hogy minden
élre ra van irva a ,salya”, a mi esetiinkben egy (i,j) él siulya ¢; lesz, és egy ut silyat a benne szerepld
élek siulyainak 6sszege definialja. A leghosszabb it keresés az a feladat, hogy minden i csiicsra megha-
tarozzuk az i végpontia utak koziil a leghosszabbat. Ha ezt megoldottuk, akkor egyszerien kaphaté a
megfeleld intervallum T-szinezés, ugyanis az i csiicshoz rendelt f(i) legyen a leghosszabb ut hossza.

A kovetkezs problémahoz tegyiik fel, hogy rendelkeziink erdsitdk egy V halmazaval, valamint le-
hetséges frekvenciakkal, melyeket egész szamokkal reprezentalunk. Feladatunk a frekvenciakat agy
hozzarendelni az erdsit6khoz, hogy a nem kivant interferenciakat elkeriiljiikk. A legegyszeriibb esetben
a frekvencidkat 50 kHz-es egységekben szamoljuk, és a kovetkezs két feltételt koveteljiik meg:

(a) Ha két erdsitd kozel van egymashoz, akkor frekvenciajuk kozott legalabb 50 kHz-nyi kiilonbségnek
kell lenni.

(b) Ha két erdsité nagyon koézel van egymashoz, akkor a kiildnbségnek legalabb 100 kHz-nek kell
lenni.

A problémahoz tartozé grafban az erdsitSk felelnek meg az csiicsoknak. Az (a) esetben behiizunk
egy (i,7) élt T;; = {0} halmazzal, a (b) esetben pedig ugyancsak egy (i, j) élt, de T;; = {—1,0, 1} halmazzal.
Legyen még minden ¢ csticsra ¢; = 1. Most is kénnyen leellenérizhetd a kdlcs6n6sen egyértelmi kapcsolat
e graf k-szind intervallum T-szinezései, valamint az eredeti probléma olyan megoldasa k6z6tt, ahol az
eléfordulé legnagyobb frekvencia legfeljebb 50k kHz. Ha tehat a legnagyobb el6fordulé frekvenciat a
lehets legkisebbre akarjuk valasztani, akkor itt is a legkisebb intervallum 7T-szinezés megkeresése a
feladat.

Egy specialis esetben a lehetd legkevesebb szint hasznalé intervallum T-szinezés megkeresése vi-
szonylag egyszerien megoldhat6. A specialis eset megfogalmazasahoz sziikségiink lesz egy fogalomra:

Definicié. Egy G = (V, E) graf indukdlt részgrafja a H = (V' E’) graf, ha részgrafja, valamint E’ azokbél
az E-beli élekbédl all, amelyeknek mindkét végpontja V/-ben van, és E’ az dsszes ilyen élt tartalmazza.

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az eredeti graf bizonyos cstcsait tekintem csak, viszont ezen cst-
csokra illeszkeds valamennyi G-beli élt. A specialis eset marmost a kévetkezs: legyen G olyan egyszeri
graf, mely nem tartalmaz 4 csticson athaladd, azaz 3 hossza utat (jele: P,), indukalt részgrafként. Ekkor
igaz a kovetkezd allitas:

Tétel. A fenti tulajdonsagi G graf minden nemtrivialis (azaz nem csak egy pontbdl allé) H részgraf-
janak vagy van két olyan i és j cstcsa, melyek szomszédosak, és My (i) — {y} = Mu(j) — {i} (egypetéji
ikrek), vagy van két olyan i és j csiicsa, melyek nem szomszédosak, és My (i) = My (j) (kétpetéji ikrek).

E tétel alapjan meghatarozhatjuk a legkisebb intervallum 7T-szinezést. Futtassuk le a koévetkezd
algoritmust:

(1. lépés) Megvizsgaljuk, hogy a G graf trivialis-e. Ha igen, akkor befejezziik az algoritmust, ha nem,
akkor ugrunk a 2. lépésre.

(2. 1épés) A tétel alapjan valaszthatunk G-bél egy i, j ikerpéart.

(3. lépés) Ha egypetéji ikerpart sikeriilt valasztanunk, akkor a j-hez tartozé aj c; legyen ¢; + ¢;.
Ellenkezd esetben legyen c¢; = max(c;, ¢;).

(4. 1épés) Az 4j G grafot ugy kapjuk, hogy tordljiik G-bdl az i cstucsot a ra illeszkedd élekkel egyiitt.
Ezutan visszaugrunk az 1. lépésre.

Az algoritmus lefutasa utan marad egyetlen z csics valamilyen c, értékkel. Ekkor talalhaté egy c.-
szind intervallum 7T-szinezés, mégpedig ugy, hogy ,visszafelé” futtatjuk az algoritmust (ezt agy tehetjiik



meg kénnyedén, ha a futas soran feljegyezziik, hogy az ikerparok mely tagjat toroltiik, a régi c¢; értékkel
egyiitt). Ha egy z csiics az egypetéji i, j ikerparbol keletkezett, akkor z-t felbontjuk az i és a j csticsokra
agy, hogy i kapja az elsé c;, j pedig az utols6 c¢; szint. Ha z az ¢, j kétpetéji ikerparbdl keletkezett,
akkor z-t szintén felbontjuk i-re és j-re, viszont i illetve j mindegyike az elsé c; illetve c; szint kapja
(kaphatja, hiszen a kétpetéji ikrek nem szomszédosak).

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy K5, esetén mindig van olyan iranyitott faktorizacié, amelyhez tartozé kri-
tikus meccsek szama éppen 2n — 2.

2. Miért maximalisak az (5, 2, 2) és (4, 4, 1) sorozatok?

3. Bizonyitsuk be, hogy a feladatkiosztasi problémahoz konstrualt grafra:

A(G) = max { max i, max ;
(G) ; ;pgj ¢ Xq:pgj

teljesiil.

4. Bizonyitsuk be az ikrekrdl szolo allitast.
Farkas Gyula, Budapest

1 1 1 1 1
4 3 4 3 4 3 4 3 4 3




