1. Igazoljuk, hogy ha egy trapéz datloi merdlegesek, akkor szdrainak szorzata legaldbb akkora, mint a pdrhuzamos
oldalak szorzata.

I. megoldas. Jeloljiik az atlok metszéspontjat E-vel, az AB, BC, CD, DA, AE, EC, BE, ED szakaszok hosszat
rendre a, b, ¢, d, e1, ez, f1, fa-vel (1. dbra). Ekkor azt kell igazolnunk, hogy bd > ac.

Mivel minden tényezé pozitiv, azért ez egyenértéki annak igazolasaval, hogy b?d? > a*c?.

Mindegyik tényezs egy-egy derékszogi haromszog atfogoja. Ezeket Pitagorasz tétele alapjan kifejezve az

(e3+ f7) (1 + f3) = (2 + 1) (3 + f3)
egyenl6tlenséget kell igazolnunk, vagy atrendezve a kovetkezét:
(ef —e3) (fi = f3) = 0.
Ez viszont igaz, mert az AEB és a CED héaromszégek hasonlok, igy
er>e & fi>fo vagy epx<ex € fi < fo

Egyenl6ség akkor all fenn, ha a két haromszdg egybevigo, azaz az atlok felezik egymast, tehdt a trapéz para-
lelogramma, mivel pedig az atléi merélegesek, igy rombusz. Ekkor az oldalak egyenl6k, s igy a két szorzat val6ban
egyenld.

II. megoldas. Ismeretes — és a Pitagorasz-tétel négyszeri alkalmazasaval konnyen belathato — hogy egy négyszog
atloi akkor és csak akkor merélegesek, ha a szemkozti oldalparok négyzetének az Gsszege egyenls. Az el6z6 megoldas
jeloléseit hasznélva fennall tehat a kovetkezs egyenlGség:

b2+ d? =a® + 2.
Atrendezve és teljes négyzetté kiegészitve ebbél az
(1) (b+d)?* — (a+c)* =2(db — ac)

egyenlGség adodik. Azt kell tehiat megmutatnunk, hogy a bal oldal nemnegativ. Ehhez kiegészitjiik az abrat. Hosszab-
bitsuk meg a BA oldalt A-n tal az AF = c szakasszal, tovabba jeloljiik C' tiikérképét E-re G-vel (2. dbra). Ekkor
ACDF paralelogramma, a BCDG deltoidban pedig BG = b és GD = c¢. Igy AGDF szimmetrikus trapéz, tehat
GF =d.

A BGF haromszogh6l a haromszogegyenlStlenség szerint

b+d>a+e,
tehat (1) bal oldala valoban nemnegativ. Egyenldség akkor all fenn, ha G A-ba esik, vagyis a trapéz atloi felezik
egymast, tovabba feltétel szerint merélegesek, tehat a négyszog rombusz.

III. megoldas. Huzzunk parhuzamosokat a trapéz cstcsain at az atlokkal. Ezek egy PQRS téglalapot hatarolnak,
amit az atlok résztéglalapokra osztanak, igy PE = a, QF = b, RE = ¢, SE = d (3. dbra). Az ABE és CDE
haromszogek hasonlok, igy az APBE és a CRDE téglalapok is, tehat a PE és az ER atlo egy egyenesbe esik, egyiitt
a nagy téglalap atlojat alkotjak.

Az &brén ac eszerint ugy jelenik meg, mint a téglalap koré irt kor atmérgje két szeletének szorzata. Messe SE a
koért masodszor az S’ pontban. Tudjuk, hogy ekkor

ac=SE-ES =d-ES'.

Azt kell tehat belatnunk, hogy ES’ < b.
Feltehetjiik, hogy a > c. Ekkor a kor O kozéppontja a PE szakaszra esik. A QOS’ haromszog egyenls szart.
Alapjanak a felez§ merdlegese O-n megy keresztiil, tehat az OR szakaszra esé E pontra

ES' < EQ =b,

és ezt kellett belatnunk. Ismét lathato, hogy akkor all fenn egyenlGség, ha O és E egybeesik, amikor is a trapéz rombusz.

2. Egy konferencidra két orszdghol, A-bol és B-bdl érkezik egy-eqy azonos létszami kildétiség; tagjaik kozil néhd-
nyan mdr régebbrdl ismerték egymdst. Bizonyitsuk be, hogy az A orszdgbeli tagok kézil kivdlaszthatd néhdny (legaldbb
egy) dgy, hogy teljesilion az aldbbi lehetdségek valamelyike:

a)a kivdlasztottak kézott a B orszdgbeli tagok mindegyikének pdros szdmi ismerdse van;



b)a kivdlasztottak kézott a B orszdgbeli tagok mindegyikének pdratlan szdmi ismerdse van.

I. megoldas. Legyen a kiildottségek létszama n. Az A orszagbeli minden csoporthoz hozzéarendeliink egy zérusokbol
és egyesekbdl allé n-elemi sorozatot; ennek a j-edik eleme 0, ha a B-beli kiildottség j-edik tagja paros szadmua embert
ismer a csoportbol, és 1, ha paratlan szamut ismer. Igy egyrészt 2" kiilonbozé sorozat keletkezhet, masrészt 2" — 1
kiilonb6z6 csoport valaszthato ki az A-beli kiildottségbdl. Ha mindegyik csoporthoz kiilonb6z6 sorozat tartozik, akkor
tehat a (0, 0, ..., 0) ésaz (1, 1, ..., 1) legalabb egyike el6fordul, vagyis az a) és b) lehetGségeknek legalabb egyike
teljestil.

Ha van két kiilonb6z6 csoport, amelyikhez ugyanaz a sorozat tartozik, akkor vegyiik azokat a kiildotteket, akik az
els6ben benne vannak, a mésodikban nincsenek benne, tovabbéa azokat, akik az els6ben nincsenek benne, a masodikban
benne vannak. Mivel a két csoport kilénb6z6, elhagyva azokat (ha vannak), akik mindkét csoporthoz hozzatartoznak,
legalabb egy A-beli kiildott marad. Ekkor minden B-beli kiild6tt elsé csoportbeli ismergseinek a szdma ugyanannyival
véltozik, mint a masodikbeli ismerdseinek a szdma, a két megmaradt részcsoportbeli kiildott ismerdseinek az egyiittes
szama tehat paros. Az igy keletkezett csoportra ekkor az a) lehetGség teljesiil.

II. megoldas. A kiildottségek létszama (n) szerinti teljes indukcidval bizonyitjuk a feladat allitasat. Egytagt
kiildottségek esetén az A-beli kiildottet vagy ismeri a B-beli kiildott, vagy nem. Ennek megfelelGen a b) vagy az a)
lehet&ség teljesiil.

Tegyiik most fel, hogy n-tagu kiildottségek esetén igaz a bizonyitando allitas, és tekintsiink két (n + 1)-tagu
kiilldottséget. Az A-beli kiilldottség tagjait jeloljik a;-vel, a B-beli tagjait b;-vel, i =1, 2, ..., n+ 1. Hagyjuk egyelére
figyelmen kiviil b,,+1-et. Ha sorra figyelmen kiviil hagyjuk a;i-et, as-t, ..., apy1-€t, akkor a megmaradok koziil mindig
van legalabb egy jo kivalasztas, tehat olyan, amelyikhez vagy az n-darab 0-boél 4ll6 sorozat, vagy az n darab 1-bél 4llo
sorozat tartozik.

Ezek a jo kivalasztasok az (n + 1)-tagu kiildottségbdl is kivalasztasok. Koziilikk egyesek allhatnak ugyanazokboél
az A-beli kiildottekbdl, de nem kaphattuk mindegyik esetben ugyanazt a csoportot, mert mindegyik A-beli kiildottet
figyelmen kiviil hagytuk egyszer. Vegyiink két kiilonb6z6 jo kivalasztast. Ha valamelyikbdl by, 11 is ugyanolyan paros-
sdgli embert ismer, mint a kiildottsége tobbi tagjai, akkor a csoportra teljesiil a megfelel§ lehetGség az egész B-beli
kiildottséget véve is tekintetbe.

Ha nem ez a helyzet, és mind a két csoporthoz az n darab ¢-b6l all6 sorozat tartozik, ahol ¢ vagy 0, vagy 1, akkor a
bn+1-hez tartozé szam mind a két csoport esetében 1 —c. Ha a két csoporthoz kiilonb6z6 n-elemii sorozatok tartoznak,
akkor b,11 az egyik csoportbdl paratlan szamu embert ismer, a masikbol paros szamut, csak forditott sorrendben,
mint a tobbiek.

Vegyiik azokat az A-beli embereket, akik valamelyik csoportban benne vannak, de nem mind a kettGben. Ekkor
minden B-beli embernek ugyanannyival valtozik az elsé csoportbeliek kozti ismerGseinek a szdma, mint a masodik
csoportbeliek kozottieké. Igy a megmaradottak kozott az elsG esetben minden b;-nek Gsszesen paros szamu ismerdse
van, beleértbe b, 41-et is; a mésodik esetben viszont minden B-beli kiildottnek, b, 1-nek is paratlan szamu ismerGse
van. Talalhato tehat jo kivalasztas (n+1)-taga kiildottségek esetében is. Ez a tulajdonsag tehat 6roklsdik, igy akarhany
tagu kiildottségre fennall.

3. Jeldljon n és k tetszdleges nemmnegativ egész szamot. Tegyik fel, hogy egy konvex n-szognek berajzoltuk 2kn + 1
datlgjat. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan térdttvonal, amely 2k + 1 beragjzolt dtlobol dall, és egyetlen ponton sem halad
at egynél tobbszor. Mutassuk meg, hogy kn datlo berajzoldsa esetén ez nem feltétleniil igaz.

Megoldas. Olyan tordttvonal 1étezését bizonyitjuk, amelyik nem zarodik. Vilagos, hogy nem valtoztat a feladaton,
ha azt tessziik fel, hogy legaldbb 2kn + 1 4tl6 van berajzolva.

A feladat allitdsat k szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. & = 0 esetén 1 atlo van berajzolva, és ez megfelel a
feltételnek.

Tegyiik most fel, hogy adott (elegendd nagy) n esetén az n-oldald sokszogekre k-nak valamilyen j értékével igaz
az &llitas, és egy n-szOgben 2(j + 1)n + 1 4tlé6 van berajzolva. Ekkor az olyan csticsokndal (ha vannak), amelyekbdl
egy berajzolt atlo indul, hagyjuk egyeldre figyelmen kiviil ezt az atlot, amelyekbdl pedig egynél t6bb atlo indul, ott a
hozza a két oldalon legkozelebbi csticshoz vezetd atlot. Ezzel legfeljebb 2n atlot hagyunk el. Ekkor legalabb 2j5n + 1
berajzolt atl6 marad meg, tehat kivalaszthato koziiliik egy 27 + 1 atlobol allé tordttvonal. Jeloljiik ebben az elsé és
utolso atlot A()Al, illetve AQjAQjJrl—gyel.

A tordttvonal az AgA;, illetSleg az AzjAsji1 egyenesek egyik oldalara esik, hiszen nem megy 4t egy ponton
egynél tobbszor, és a sokszog konvex. Miutdn maradt még a végpontokbdl induld, behtuzott atlod, igy azokban két-két
atlot hagytunk figyelmen kiviil. Ekkor azonban hozzécsatolhatjuk mindegyik végponthoz azt az eddig figyelmen kiviil
hagyott atlot, amelyik a szélsé szakasz egyenesének a maésik oldalara esik, mint a torottvonal. Ezzel 2(5 + 1) + 1
szakaszbol allo torottvonalat kapunk. A bizonyitando allitas helyessége tehat 6roklédik 2(5 + 1)n + 1 4tlo berajzolasa
esetére is, igy minden k-ra igaz.

A feladat méasodik allitdsara térve az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a sokszdg szabalyos. A
konnyebb targyalasmod kedvéért mondjunk egy atlot h hosszusagiunak, ha az egyik oldalara a sokszognek h olda-
la esik, a masikra ennyi vagy ennél tobb. Megjegyezziik, hogy egy n oldald sokszégbe akkor rajzolhaté be nk atlo, ha
pératlan n esetén n > 2k 4 3, paros n esetén pedig n > 2k + 4.



Belatjuk, hogy az allitas igazolaséra alkalmas a kovetkezs konstrukcié: paratlan n esetén minden csticsb6l meghtiz-
zuk a k leghosszabb &atlot, paros n esetén pedig a k leghosszabb atlot a ,legesleghosszabb” (a szemkozti csticsokhoz
vezetd) kivételével. Igy minden cstcs 2k 4tlo végpontja, tehat 2kn atlovégpont, azaz kn 4tlo jon létre.

Tegyiik fel, hogy kivalaszthatoé r szakaszbol allo, AgA;...A,_1A, nyilt torottvonal, amelyik egy ponton sem
megy at egynél tobbszor. Az AgA; egyenes hatarolta egyik félsikba esik az egész torottvonal, igy nem mehet at a
tordttvonal az ellenkezd oldalra esé félsik belsejében levs sokszogesticsokon, és ugyanez mondhato az A, 1 A, egyenesrol
is (4. dbra). Ez a két 4t10 nem metszi egymast, igy az A; csicsok a sokszog keriiletének az egyeneseik kozti két szakaszan
helyezkednek el.

Ha n paratlan, n = 2m+1, akkor a kizart sokszogcsicsok szama legalabb 2(m — k), a tor6ttvonalak szdma legfeljebb
n—2(m—k)=2k+1, és igy a térottvonal r < 2k szakaszbol 4ll.

Ha az oldalszam paros, n = 2m, akkor a berajzolt leghosszabb atl6 hossza m — 1, a legrovidebbé m — k. A fenti
gondolatmenettel ezért csak r < 2k + 1 adddik, igy gondosabban szemiigyre kell venni a konstrukciét.

Ha valamelyik iven van két szomszédos csics, akkor az ezeken atmend egyenesnek a masik oldalan, mint amelyiken
a masik iv van, nem lehet cstcsa a torottvonalnak. Ekkor

r+1<n-3(m-k—1), vagyis r<2k+(k+2-m)<2k

az elérebocsatott megjegyzés szerint.

Ha viszont a csucsok felvaltva a két iven vannak (a tordttvonal ,cikkcakkban” halad), és pl. az AgA; egyenesnek
a torottvonalat nem tartalmazé oldalara a sokszog keriiletének a felénél nagyobb része, tehéat legalabb m cstcsa esik,
akkor a torottvonal csicsainak szama legfeljebb & + 1, mivel az A,._1 A, egyenesnek a torottvonalat nem tartalmazéd
oldalan legalabb m — k — 1 cstcs van (5. dbra).

Ha a sokszog kozéppontja a két atlo egyenese kozt, tehat valamelyik A;_1A4;A4;11 haromszogben van (6. dbra),
akkor az A;-vel szemkozti sokszogesics nem lehet a tordttvonal csicsa, igy a tordttvonalnak legfeljebb

2m—2m—-k—-1)—1=2k+1

csucsa lehet, s igy legfeljebb 2k atlobol allhat.

Megjegyzés. A gondolatmenet pontosabb elemzésével belathatd, hogy zart torottvonalat is megengedve az eljaras
csak hatszog és k = 1 esetén enged meg 3 (= 2k + 1) hossztsagi tordttvonalat, ekkor azonban a 7. dbrdn lathato
ellenpélda szolgaltat megoldéast.
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