A természetben néha megfigyelhetiink olyan jelenségeket, melyek sorén sima, egyenletes alakzatokbol periodikusan
ismétl6ds mintazatok, strukturak alakulnak ki. A Balaton sekély, partmenti vizében a viz alatt a homokon szabalyo-
san fut6 csikrendszert, hullamokat” figyelhetiink meg. Az egyenletesen fijo szélben a buzatabla bizonyos jellegzetes
periddushosszal hullamzani kezd. A buszmegallok kozelében a fékez6 nehéz jarmiivek hatasara az aszfalt periodikusan
felgytirédik, hullamossa valik.

Vajon mi okozza ezeket az elsé ranézésre megleps, furcsa jelenségeket? Milyen koriilmények kozott jonnek létre
periodikus mintazatok és mi hatarozza meg az ismétlédések periédushosszat? Nem kivanjuk teljes altaldnossagban
targyalni a kérdést, nem is allitjuk, hogy az Gsszes ilyen jelenség mogott ugyanolyan mechanizmus rejtézik (bar kétség-
telen, hogy vannak hasonlosagok kozottiik). Ehelyett kivalasztunk egy jelenséget, a cimben szereplé problémaét, s ezen
mutatjuk meg, hogy milyen modszerekkel kozelithetiink meg ilyen kérdéseket. Nem toreksziink a legrészletesebb elmé-
leti leirasra (ehhez fels6bb matematikai ismeretekre lenne sziikség), de a jelenség lényegét enélkiil is végiggondolhatjuk,
s egy kevés, nem til nehéz szdmolés utan még becslés szintd szdmszerd eredményeket is nyerhetiink.

Sokan megfigyelték méar, hogy a csapbdl kifolyd, kor keresztmetszetd, vékony, Gsszefliggd vizsugar fliggblegesen
lefelé csurogva egyre jobban elvékonyodik, majd cseppekre szakad szot[ILasd a 148. mérési feladatot a KoMal 1993.
évi 4. szamaban. A vizszintesen kifeszitett mianyagbevonati ruhaszarito ,kotélen” es6 utan egyméstol tobbé-kevésbé
egyforma tavolsagra gyiilnek Gssze a vizcseppeklLasd a 174. mérési feladat ismertetését lapunk 253. oldalan. Hasonld
periodicitast figyelhetiink meg a pékhalé szalain is.

Sajat magunk is létrehozhatunk egy sima folyadékszalbol lenyligozd latvanyt nyujto ,,gyongysort”, méghozza nagyon
egyszerten, mindenféle segédeszkoz nélkiill — az emberi nyél felhasznalasaval! Az ujjunk végét megnyalva a mutato és
a hiivelykujjunk kozott 2 — 3 cm-es szalat feszithetiink ki. A szalon — amely a nyéal specialis anyaganak kdszonhetSen
viszonylag hosszu ideig fennmarad — néhany méasodperc mulva szabalyosan ismétl6ds cseppecskék jelennek meg (1.
dbra). A ,gyongysor” legjobban egy asztali lampa oldalrol érkezs fényében figyelhetd meg, sotét hattér el6tt. Ha
nagyitoval nézziik a folyadékszalat, azt is megfigyelhetjiik, hogy a szdlon a szomszédos cseppek kozott félaton kisebb
cseppek is kialakulhatnak.

A gydngysor létrejottében a feliileti fesziiltségnek nyilvan fontos szerepe van, a nehézségi erG viszont elhanyagol-
hat6. Ez utobbi allitast az a megfigyelés tamasztja ala, hogy ha fiiggéleges folyadékszalat hozunk létre, azon éppugy
megjelennek a cseppek, mint a vizszintes szalon.

Els6 tajékozodasként hasonlitsuk Ossze egy hengeres folyadékszal és az abboél képzEdé cseppsor energiaviszonyait.
Jeloljiik a szal kezdeti sugarat r-rel, a cseppek tavolsagat (vagyis a cseppsor ,hullamhosszat”) \-val, az egyes cseppek
sugarat R-rel, a folyadék feliileti fesziiltségét pedig a-val (2. dbra)! Kezdetben a folyadék L hosszu darabjanak energiéja
(amibe a szal vékonysaga miatt csak a feliileti energiat szamoljuk bele, a helyzeti energiat nem vessziik figyelembe)

(1) Ei=a-27r- L.
A szalon L/X darab R sugaru csepp képzodik, ezek (feliileti) energiaja
L

(2) Ezza-47TR2-X.
(A cseppek kozotti vékony szalak felilletét elhanyagoltuk a cseppek felilletéhez képest.) A cseppek R sugarat az
anyagmegmaradés torvénye hatarozza meg:
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A cseppképzidés soran a rendszer (feliileti) energidjanak csokkennie kell: Fy < Ey. Az (1)—(3) Osszefiiggések felhasz-
nalasaval R kikiiszobolése utan a hullAmhosszra a

(3) L. r27r =

9
(4) A> 5"
megszoritast kapjuk. Eszerint a cseppek nem akarmilyen siirtin, hanem csak egy bizonyos A, kritikus értéknél ritkab-
ban képzédhetnek. Ez a kritikus hullamhossz a folyadékszal kezdeti sugaraval aranyosnak adédott.

A fenti megfontolasbol csak annyit latunk, hogy mekkora az a kritikus hullamhossz, aminél ritkabban elhelyezke-
d6 cseppek kialakulasa Osszességében (vagyis a kezdeti és a végss helyzetet Gsszehasonlitva) energianyereséggel jar.
Egyaltalan nem biztos azonban, hogy a kezdetben hengeres szal kicsiny beftiz6dése rogton energianyereséghez vezet,
enélkiil pedig nem indulhat be a gyongysor-képzidés. Az sem vilagos még, hogy miért ugyanakkora tavolsagonként
képz&dnek a cseppek, miért nem mindenféle, lehetGség szerint minél nagyobb tavolsagokban (hiszen minél nagyobb A,
annal tobb feliileti energia szabadul fel).

Kozelitsiik meg a kérdést kicsit mas oldalrol! Tételezziik fel, hogy valamilyen ok miatt a kezdetben hengeres, r
sugaru folyadékszal sugara periodikusan, A hullamhossztsagu szinuszos fiiggvénynek megfelelGen megvaltozik (3. dbra):

(5) y(x) =r +esin 2;:1: (ekr)
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lesz. (A folyadék Gsszenyomhatatlansaga miatt az atlagos sugarnak, r-nek is meg kell valtoznia egy kicsit, de ezzel most
nem torddiink.) A megvaltozott folyadékszal-alaknél a feliileti fesziiltség miatt megvaltozik a nyomas is a folyadék
belsejében. A folyadék felszinének kozvetlen kozelében a nyomas a kiilsé pg légnyomés és a gorbiileti nyomaés Gsszege
lesz. Szamitsuk ki, vajon a duzzadohelynél, a 3. dbrdn lathatdé A pontban, vagy pedig a B pontban, a sztkiiletnél lesz-e
nagyobb a nyomaés. Mivel a gorbiileti nyomas a kérdéses pontokban az abra sikjaban lathat6 simulokorok p sugarabol
és az abra sikjara meréleges r £ € gorbiileti sugarakbol szamithato, azt kapjuk, hogy

1 1
6 — L
(6) PA po+a<T+E+p),
1 1
(7) PB=po+a< ——>.
r—e p

A cseppképzidés megindulasédnak az a feltétele, hogy pp > pa teljesiiljon. Ekkor ugyanis a sziikiilethél — ott nagyobb
lévén a nyoméas — elaramlik a folyadék a duzzadohelyek felé, s igy a vékonyabb helynél még vékonyabb, a vastagabbnal
pedig még vastagabb lesz a szal. A folyamat egészen addig tart, amig ki nem alakulnak a cseppek, melyeket olyan
vékony folyadékszal kot Ossze, melyben méar nem képes ataramlani szamottevd mennyiségi folyadék. Az (6) és (7)
egyenletek kiilonbségébsl

€ 1 € 1
(8) 0<pB—pA=2a(T2_52—;>m2a(r—2—;)

adodik. Hatarozzuk még meg p értékét! Ezt elemi aton (differencialszamitéas felhasznéalasa nélkiil) a kovetkezSképpen
tehetjiik meg. Ha képzeletben végigvisziink egy tomegpontot a szinuszgdrbe mentén gy, hogy az x tengely menti

a test gyorsuldsat a szinuszfiiggvény maximumhelyén kétféleképpen is kiszamithatjuk: egyrészt a rezgémozgas ismert
gyorsulas-képletébsl, masrészt a p sugara kérmozgas centripetalis gyorsuldsanak képletéb(ﬂELésd részletesebben az
FN. 2767. feladat megoldasanal a K6MaL 1994. évi 4. szaméban! A kétféle eredmény Gsszevetésébdl kapjuk, hogy

9) pzi(%)

Helyettesitsiik be ezt a gorbiileti sugarat a cseppképzdédés (8) feltételébe, ekkor a
(10) A > A = 271

egyenl6tlenséget kapjuk. Ezt a feltételt, ami erGsebb, mint az energetikai megfontolasokbol kiszamitott (4) egyenlGt-
lenség, el6szor Joseph A. F. Plateau (1801-1883) belga fizikus, a feliileti hartyak els6 alapos tanulményozdja vezette le.
Megmutatta, hogy az olyan hullamoknal, melyek hullamhossza kisebb, mint a szal kertilete, a szikiiletnél kevesebbet
csOkken a folyadék felszine, mint amennyivel a duzzadohelyeknél novekszik, igy az egész rendszer feliileti energiajat a
hullamok novelik. Az egyensily az energetikailag kedvez&bb hengeres alakzat lesz, ehhez tér vissza a folyadék a zavar
csillapodasa utan. Ha viszont teljesiil (10), akkor a hullamok amplitidojanak novekedtével egyre csokken a feliileti
energia, a hullam emiatt egyre nagyobb lesz, mig végiil — a hullamhossznak megfelel tavolsdgban — kialakulnak a
cseppek.

Mi okozza a hengeres feliilet kezdeti hullamossagat? Mekkora hullamhossziasagu zavarok fordulnak eld a valosagban,
és egyaltalan: miért gondoljuk, hogy a zavar éppen szinuszos alakd? Ha tobbféle hullamhosszusagnu zavar is megjelenik,
melyik valik meghatarozova, melyiknek a hullamhossza szabja meg a cseppek tavolsagat? Ezekre a kérdésekre keressiik
a valaszt a tovabbiakban.

A folyadékszal alakja természetesen kezdetben sem tokéletes henger. Ha valamilyen véletlen folytan egy adott
pillanatban mégis az lenne, az elkeriilhetetleniil jelen levd kicsiny kiils§ zavarok (gyenge légmozgésok, a gravitacio
kicsiny, de mégsem nulla hatasa, vagy a kiils6 kornyezetbdl érkezs zajok, zorejek) ohatatlanul eltorzitjak a felilet
alakjat. Igaz ugyan, hogy ez a torzulas nem egy bizonyos hullamhosszisagt szinuszos hullam, de — mint azt Jean B.
J. Fourier (1768-1830) francia matematikus megmutatta — a fiiggvények meglehetSsen tag osztalyaba tartozo barmely
fiiggvény felbonthatd szinusz- és koszinusz fiiggvények Osszegére. Mindaddig, amig a feliilet eltérése a kiindulési alaktol
nem tul nagy, az egyes tisztan szinuszos (koszinuszos) Osszetevok, az tgynevezett Fourier-komponensek, egymastol
fiiggetleniil ,élik életiiket”, vagyis mindegyikiik idébeli valtozasa olyan, mintha a tSbbi komponens ott sem lenne.
Ez a matematikai tétel teszi lehetGvé, hogy a korabbi — egyetlen Fourier-komponensre vonatkozo | megfontolasaink
eredményébdl kiolvashassuk a legdltaldnosabb eset lefolyasat is.

A kiils6 zavarok altaldban mindenféle frekvenciaju (mindenféle hullamhossztsagt) Fourier-6sszetevet tartalmaznak,
s az egyes OsszetevOk nagyjabol (nagysagrendileg) egyforma erdsek. (Természetesen szandékosan ki lehet emelni egy-
egy frekvenciat, példaul ugy, hogy egy megpenditett hangvillat helyeziink el a folyadékszal kozelében. Az ellenkezs
végletet, amikor mindegyik Osszetevs atlagosan ugyanolyan erds, a fehér fényre utaloan ,fehér zajnak” nevezik.)
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A gorbiileti nyomasra vonatkozd kordbbi megfontolasok szerint a 2zr-nél révidebb hullaimhosszi zavarok nem
er6sodnek, hanem idében periodikusan valtakozva a belsé strlodas (viszkozitas) miatt fokozatosan elhalnak. A szal
keriileténél hosszabb hullamhossz zavarok — mint lattuk — dnmagukat erdsitik, és ez cseppképz&déshez vezet. Nem
mindegy azonban, hogy milyen gyorsan jatszodik le ez az Ongerjeszté folyamat. Amelyik hullimhosszhoz tartozo
Fourier-komponensnek leggyorsabb a névekedési iiteme, az mintegy legy6zi a tobbit, s a sajat hullamhosszanak meg-
felels tavolsagonként cseppekre szabdalja a folyadékszalat. Biologiai hasonlattal élve a legéletrevalobb (leggyorsabb
iitemben novekeds) komponens ,természetes kivalasztodassal” a tobbiek folé kerekedik, sajat elényére valtoztatja meg
a kornyezetét és ezzel végleg elveszi a tobbi vetélytars felzarkézasi esélyét.

Ha elemi eszkozokkel nem is tudjuk teljes pontossaggal kiszdmitani a leggyorsabban novekvé komponens hullam-
hosszat, nagysagrendileg egészen jo becslést adhatunk erre a mennyiségre. A (6), (7) és (9) képleteket felhasznalva
latjuk, hogy a A/2 félhullamhossznyi folyadékdarabkara, vagyis egy sziikiilet és egy duzzadohely kozotti részre hatd
eredd erd

(11) F = (pg —pa) -1 = 2aem [1— (2—27“)2]

nagysagi. Ennek az erének
(12) m=r’m-

tomeget kell megmozgatnia valamekkora (atlagos) a gyorsuldssal. (py a folyadék strtsége.) F' = ma, ahonnan a =
F/m ~ e. Latjuk, hogy a gyorsulas aranyos a kitéréssel, s az aranyossagi tényezs (ellentétben a Hooke-torvénnyel)
pozitiv. A felgyorsulas ilitemét az a/e arany, vagyis az egységnyi hullamamplitadohoz tartozé gyorsulés értéke (inflacios
rata) jellemzi. Ha A csak egy kicsivel nagyobb, mint a Ag, = 277 kritikus hullamhossz, akkor kicsi a nyoméaskiilonbség,
kicsi er6 hat a folyadékdarabkéara. Ha A > Ag,, akkor nagy ugyan az erd, de megmozgatandé tomeg is nagyon nagy, sok
folyadéknak kell atrendezédnie a cseppek kialakuldsédhoz, emiatt valik lassuva a folyamat. Az optimalis hullamhosszat
az

o3 25 [ ()] (3) e

fiiggvény szélséértéke adja meg, ahol u = 27r/A, K pedig egy allando.

Az f(u) = K - u(l — u?) fiiggvénynek — mint az differencialassal, grafikus vizsgéalattal, vagy egyszertien néhany
pontbeli fiiggvényérték numerikus kiszamitasaval megkaphaté6 — u = 1/ V3 &~ 0,6 értéknél lokélis maximuma van
(4. dbra). Eszerint a leggyorsabb {itemben er6sods, a ,nyerd” zavar hullamhossza

2mr
14 Myer & —— =~ 10r.
( ) Y 0,6 T

Az itt ismertetett vazlatos, becslés jellegi megfontolasoknél lényegesen pontosabb, a folyadék aramlésat részleteiben
leir6 szamitast végzett John W. S. Rayleigh (1842-1919) Nobel-dijas angol fizikus. Azt talalta, hogy elhanyagolhato
belss surlodasu folyadékbol kialakult hengeres szal akkor a leginkdbb instabil, vagyis a zavar akkor novekszik rajta
a leggyorsabban, ha a hullamhossz kb. a keriilet 1, 5-szerese, pontosabban ha A = 9,02r. (Lathato, hogy a fentebb
leirt. durva becslés eredménye nincs tul messze a pontosabb értéktsl.) Az is megkaphato, hogy a folyadék viszkozi-
tasdnak figyelembe vétele a kritikus hullamhossz nagysigéat a nagyobb értékek felé tolja el. Eszerint a viszkézusabb
folyadékoknal (paraffinolaj, glicerin) nagyobb tavolsagokban varhato a cseppek kialakulasa, mint a viznél.
Cikkiink bevezet&jében felsorolt mintazatképzddési jelenségek és a részletesen targyalt cseppképzédés kozott annyi
a kapcsolat, hogy azok is a kiils6 zavarok Fourier-0sszetevéinek vizsgalataval, a sok instabil komponens koziil a ,nyerd”
(leggyorsabb iitemben felerdsodé) komponens kivalasztasaval érthet6k meg. A matematikai leirasmod ,nyelve” a kozos
ezekben a fizikailag meglehetGsen tavoli jelenségekben.
Gnidig Péter
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