A versenyrol szeptemberi szamunk 337. oldaladn olvashattak.

1. évfolyam
™m—1_ bn+3
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b) Hany olyan 1996-nal kisebb n természetes szam van, amelyre a

1. a) Igazoljuk, hogy ha n egész szam, akkor

nem lehetnek egyszerre egész szamok.

137:11 5 tort egyszertsithets?
2. A val6s szamok halmazan oldjuk meg a kdvetkezs egyenletrendszert:
{2 —4y+3=0,y> —42+3=0,2"—42+3=0.
3. Melyek azok az f, g : R — R flggvények, amelyekre f(z) + f(g9(x)) = =z + y, barmely
z,y € R esetén?

4. Adott egy szabalyos 17-oldalt sokszog. Barmely két csucsat Osszekotjiik egy piros, kék vagy zold szakasszal.
Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan haromszog, amelynek azonos szind oldalai vannak.

5. Az ABC héaromszdgben a B és C szogek belss szdgfelezbinek talppontjat B’, C'-vel, a kiilsé szogfelezk met-
széspontjat I,-val, mig a haromszog koré irhato kor kozéppontjat O-val jeldljiik. Igazoljuk, hogy 1,0 1 B'C’.

6. Adott egy ABC hegyesszogi haromszog, M € Int (ABC), valamint N és P az M vetiiletei az AB és AC
odalakra, és D a BC oldal felez6pontja. Igazoljuk, hogy MN - AC = MP-AB < BAM< = DAC4.

II. évfolyam

1. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges n természetes szam esetén
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2. Bizonyitsuk be, hogy ha z € [g, arc tg g), akkor
tg(ctg z) ctg(tgx) < 1 < tg(tgx) - ctg(ctg ).

3. Minden n > 1 egész szamra hatarozzuk meg azt a legnagyobb értéket, amelyet az a szorzat vehet fel, amely
szorzat tényezoi egészek és a tényezdk Osszege n.

4. Helyezziink el n pozitiv szdmot egy kor keriiletén tugy, hogy egy kivételével mindegyik a vele szomszédos két
szam meértani és szdmtani kdzéparanyosa altal meghatarozott zart intervallumban legyen. Hatarozzuk meg a szdmokat,
ha ismeriink egyet koziilik!

5. Az ABC héromszogben az A szog belsé szogfelezGje a haromszog koré irt kort A;-ben metszi. Hasonldéan kapjuk
a By, C1 pontokat. Igazoljuk, hogy

a? b2 2 _ 2_p

Ter [BA1C] + Ter [C By A] 4+ Ter [AC, B] :p(R_T)’(l)—a+b+c+a—b+c+a+b—c_ .

(R —7).(2)

(Itt Ter [XY Z] az XY Z haromszog teriiletét jeloli.)

6. Legyen M egy olyan pont a térben, amelynek az ABCD tetraéder AB, BC, CD és DA éleire es6 My, Ma, Ms
és M, vetiiletei az illet6 szakaszok bels6 pontjai. Szamitsuk ki az aM1A 4+ bMaB + cM3C + dMyD 6sszeget (ahol a,
b, c és d-vel az AB, BC, CD és DA élek hosszat jeloltiik).

II1. évfolyam

1996 1996
1. Igazoljuk, hogy (\/§ + \/5) + (\/_ — \/5) pozitiv egész szam, és adjuk meg a szdm utols6 szamjegyét.

2. Oldjuk meg a természetes szamok halmazan az =¥ — x = y* — y egyenletet.
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3. Legyen az ABC haromszog AC oldalanak A-hoz kozelebbi harmadolopontja D, BC oldalanak felezGpontja E.
Az ABED négyszogrol tudjuk, hogy hurnégyszog és egyben érinténégyszog is. Jelolje R az ABC haromszog koriilirt

korének sugarat, és r az ABE D négyszog beirt korének sugarat. Hatarozzuk meg az — hanyados pontos értékét.
r
4. Igazoljuk, hogy ha az ABC hegyesszogii haromszogben a = B és b = A, akkor ¢ < A-C (a, b, ¢ a haromszog
oldalainak hossza, A, B, C' a haromszog szogeinek mértékei radianban).

5. Egy 61 x 6n (36n? négyzetet tartalmazo) négyzetes tablara két jatékos felvaltva 2 x 2-es négyzeteket rak, amelyek
nem fedik egymast (egy ilyen négyzet négy mez6t takar). Az veszit, aki mar nem tud rakni.

a) Legalabb hany lépés utéan fejez6dhet be a jaték?

b) Van-e valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja?

6. Az A; A AsAy tetraéderben Gj-vel jeloljiik az A;-vel szemben fekvs lap sulypontjat. Ha egy térbeli M pont
esetén 3MG; = M A; barmely i € {1, 2, 3, 4}-re, igazoljuk, hogy akkor M a tetraéder silypontja.

I1V. évfolyam

1. Az ABC egyenls szart haromszogben (AB = AC) az AB és AC szarakon felvesszik a D € (AB), illetve
E € (AC) pontot ugy, hogy

Ker (ADE)\> _ Ter (ADE)
(Ker (ABC)> ~ Ter (ABC)’

(Ker (XY Z) az XY Z haromszog keriiletét jeloli.) Igazoljuk, hogy DE péarhuzamos BC-vel.
2. Hatarozzuk meg a koévetkez6 halmaz elemeinek szamat:
A ={(z, y)lx Ay €N, z, y € [F, Fnya] és Ik e N:x+y= Fy}
barmely rogzitett n természetes szam esetén (F,, a Fibonacci sorozat n-edik tagja, Fo =1, Fy = 1, Fj,41 = Fp, + Fp—1,
han >1.)
3. Mennyi maradékot kapunk, ha az n" ™! + (n + 1)" természetes szamot elosztjuk n(n + 1)-gyel?

4. Legyen P(z) egy valos egyiitthatoju, n-edfoka polinom. Igazoljuk, hogy a P(P(P(z))) = 0 egyenletnek nem
lehet egy pontosan (n® — n? 4 1)-szeres gyoke.

5. Egy korvonalat 30 ponttal 30 ivdarabra osztottunk fel tgy, hogy az ivdarabok koziil 10-nek a hossza 1, 10-
nek a hossza 2, és 10-nek a hossza 3. Bizonyitsuk be, hogy a felvett osztéopontok kozott van legalabb ketts, amelyek
atmérssen ellentettek (egy atmérd két végpontja).

6. Adott az f : (0,400) — R folytonos fiiggvény ugy, hogy
(fof)@)=/(z+D)"+1  (n>2)

flz+1)
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Igazoljuk, hogy lim
T—r 00



