[B. Cavalieri (1598-1647) a bolognai egyetem tanara volt.

»Helytelen a kovetkezs, Cavalieri-féle elvnek mondott kijelentés: ha két testnek egy sikkal parhuzamos metszetei
péaronként egyenld teriilettiek, akkor a két test térfogata egyenls. Ebb6l a kovetkeztetésbdl még a térfogat létezése sem
kivetkezik.” (idézet Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba c. konyv 227. oldalarol.)

Erre fogunk most egy példat mutatni. (A konstrukcioé Posa Lajostol szarmazik.)

Vegyiink két egységkockat. Az egyiket hagyjuk meg olyannak, amilyen.

A masikat a kovetkezdképpen alakitsuk at: jeloljiik B-vel azokat a négyzetlap sikmetszeteket a kockaban, amelyek
raciondlis tavolsagra vannak a kocka kiszemelt alapsikjatol, a tobbi lapot, vagyis az irraciondlis tavolsagra levéket
pedig jeloljiik J-vel. Most képzeletben fogjuk meg bal keziinkkel a B, jobb keziinkkel a J jeld lapokat; mint ahogyan a
krupié Osszetolja a kartyalapokat, mi huzzuk szét a négyzetlapjainkat annyira, hogy a bal oldalon levé lapok éppen ne
legyenek a jobb oldali lapok f6l6tt vagy alatt. Tekintsiik most az egységkockat és az altalunk konstrualt ponthalmazt
(1. d@bra). Mindkett6t az el6z6ekben kijelolt alapsikra allitva, az alapsikkal parhuzamos sikmetszetek egyenld teriilettiek,
de az elsének a térfogata 1, mig az altalunk konstrualt halmaznak nincs térfogata. A térfogat azért nem létezik, mert a
ponthalmazba irhaté téglatest-rendszerek Ossztérfogatanak felsé hatara nem egyezik meg a lefeds téglatest-rendszerek
térfogatanak alsé hataraval. EI6bbi 0, utobbi 2.

Hajos Gyorgy konyvében talalhatoé a kovetkezs, most méar pontos tétel két test térfogatanak egyenlGségére:

»Ha két test ugy helyezkedik el egy féltérben, hogy a féltér hatarsikja altal tartalmazott lapjaiknak s a hatarsikkal
parhuzamos sikok altal kivagott metszeteiknek van teriiletiik, és ezek péaronként egyenl6k, hogy tovabba mindkét
testhez talalhato egy-egy egyenes, amellyel parhuzamos egyeneseknek a testhez tartozo pontjai (amennyiben ilyenek
vannak) egy, a féltér hatarsikjan végz6ds szakaszt alkotnak, akkor a két testnek van térfogata és térfogatuk egyenls.”

A tételben szerepls feltételeket gyengithetjiik, ha nem kidnjuk meg, hogy a testeknek legyen k6z6s lapjuk a ha-
tarsikkal, és csak annyit koveteliink meg, hogy létezzen egy-egy olyan, a hatarsikkal nem parhuzamos irany, amellyel
parhuzamos egyeneseknek a testekkel kozos része egyetlen szakasz. Ez a feltétel biztositja a térfogat létezését. Termé-
szetes, hogy ellenpéldank ilyen feltételek mellett mar nem miikodik.

A gomb térfogatanak meghatarozasa e tétel segitségével szintén megtalalhato Hajos Gyorgy konyvében (1. 240. o.).
Ehhez nagyon hasonl6 gondolatmenettel oldjuk meg a kovetkezd feladatot.

1. feladat. Vegyiink két R sugari, egymdst merdlegesen metszd végtelen egyenes kérhengert. Hatdrozzuk meg a
kozos rész térfogatdt.

Megoldas. Vegyiik a hengerek tengelyei altal meghatarozott ¥ sikot. ¥ szimmetriasikja a hengereknek, illetve a
kozos résznek, tehat annak térfogatat felezi. A metszet felének a feliilete az épitészetbdl jol ismert kolostor boltozatnak
nevezett alakzat. Ha a X-t6l x tavolsagban levé parhuzamos sikkal elmetssziik a hengereket, akkor a metszetek azonos
szélességii végtelen savok. A savok merdlegesek egymasra, ezért metszetiik négyzet. A négyzet teriilete 4(R? — z%).
Keressiink egy olyan testet, amelynek a megfelel metszetei ugyanilyen teriiletiek, és a térfogatat konnyd meghatarozni.
4R%nyi teriilet adodik egy 2R oldala négyzetes hasab alappal parhuzamos metszeteként, 4z2-nyi teriilet pedig olyan
2R alapéld R magassagi négyzetes gula alappal parhuzamos metszeteként, amelynek a tavolsadga a gila cstcsatol
z. Mindez annak a kodzéppontos hasonlésdgnak a kovetkezménye, amelynek kdzéppontja a gila csicsa, ardnya pedig
z : R. Ha gulankat fejtetére allitva kivessziik egy R magassagu, 2R alapéld négyzetes hasabbol (mint léket a dinnyébdl),
akkor a keresett testhez jutottunk.

A Cavalieri-elv feltételei teljesiilnek, ha a ¥ sikra allitjuk az elézGekben konstrualt testet, és a metszetnek ugyan-
ebben a féltérben levé felét tekintjitk (2. dbra). A ¥-val parhuzamos metszetek egyenld teriiletiiek, a tételben kovetelt
irany a Y-ra mersleges, igy a térfogat létezése is igazolt, bar ez a metszet térfogatanak létezésebdl is kovetkezik. Igy a
metszet térfogata 16 R®/3, nem feledkezve meg arrol, hogy csak a metszet felére alkalmaztuk a Cavalieri-elvet. Hason-
l6an szamolhatjuk a kozos rész térfogatat abban az esetben is, ha a tengelyek valamely derékszogtsl kiillonbozé szoget
zarnak be egymaéssal, de ekkor is kovetelmény az, hogy a tengelyek messék egymast, és a sugarak egyenl6k legyenek.

A kovetkezd feladatnak szintén van épitészeti vonatkozasa, mert a jol ismert
keresztboltozat alatti térfogat is szamolhato a segitségével.

2. feladat. Adott két R sugari, 2R alkotdju egyenes kirhenger. Tengelyeik merdlegesen metszik eqymdst a felezd-
pontjaikban. Szamitsuk ki az egyesitésikkel keletkezett test (unidjuk) térfogatdt.

Megoldas. A két henger Gssztérfogatabol kivonva a kozos rész térfogatat, megkapjuk a keresett test térfogatat. A
kozos rész térfogatat az 1. feladatban mar meghataroztuk. Igy a kovetkezs eredmény adodik: R3(4r — 16/3).

Intelligencia tesztekben és épitészek, miivészettorténészek felvételi vizsgain lehet talalkozni a kdvetkezd probléméa-
hoz hasonl6 feladatokkal, amelyeket az abrazoldé geometriaban rekonstrukcionak hivnak: Megadjak egy test harom
egymaésra merGleges vetiiletét vagy arnyékat, és kérik, hogy a vetiiletekbdl vagy arnyékokbél rajzoljuk meg, vagy a
megadott valasz lehet&ségek koziil valasszuk ki a test axonometrikus vagy perspektiv képét. (Az el6bbi joval nehezebb.)
Egy ilyen probléma a kovetkezs: Egy test hairom egymaéasra mer6leges arnyéka rendre: téglalap, egyenlészari haromszog
és kor (4. dbra). Mi ez a test?

Erdemes a megoldasra egy kis id6t szanni. Nem konnyt a feladat. Ha egy R sugart végtelen egyenes korhengert
elmetsziink két, a tengelyét merdlegesen metszé egyenesre illeszkedd sikkal, amelyek egyenls, mondjuk 45°-os szoget
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zarnak be a tengellyel, és egy a tengelyre meréleges sikkal, amely az el6bbi sikok metszésvonalatol R tavolsdgra van,
akkor egy csavarhazo végéhez hasonlé testet kapunk, amelynek arnyékai éppen a felrajzoltak.

3. feladat. Szamitsuk ki e test térfogatdt (5. abra).

Megoldas. A 2. feladatban leirt test négy ,csavarhiazobol” all, ugy, hogy 2R hosszi éleiket egymashoz illesztjiik.
A térfogat tehat az el6z6 feladatban szerepld test térfogatanak negyede, azaz R*(m — 4/3).

Erdekes tulajdonsagi feliilet a kovetkezs: vegyiink egy ABC D szabalyos tetraédert, melynek AB élén kijelliink egy
tetszoleges X pontot és C'D élén egy Y pontot, tgy, hogy AX = CY. Ha X befutja az AB élet, akkor az XY szakasz
egy feliiletet ir le. Az igy kapott feliilet egy hiperbolikus paraboloid része. Ez a feliilet kiilonleges tulajdonsagokkal
rendelkezik. A feliileten egyenes, hiperbola és parabola seregek talalhatok. Az ABCD tetraéderbdl, a BC' és az AD
élek elhagyasaval az ABDC' torznégyszoget kapjuk (6. dbra).

Ha egy ilyen torznégyszog alak keretet szappanos vizbe martunk, akkor az elgbbi feliiletet kapjuk a keret élei
kozott; ez egy fizikai alatdmasztasa annak a ténynek, hogy ez a keretre illeszthet feliiletek koziil a legkisebb felszind.
Ez a feliilet is elterjedt szdzadunk épitészetében. Nevezziik feliiletiinket nyereglapnak, mert hasonlé a négyzet alaku
lopokrochoz, amelynek atlojat a 16 gerincére illesztve a nyereg ala tesznek.

4. feladat. Adott az ABCD tetraéder, valamint az ABDC torznégyszoghoz illeszkedd nyereglap. Hatdrozzuk meg
az ABC, BCD lapok, valamint a nyereglap dltal meghatdrozott test térfogatdt.

Megoldas. Vegyiink egy az AC, BD egyenesekkel parhuzamos S sikot. Az S-sel parhuzamos sikok testiinket
XZY derékszogi haromszogekben metszik. Ugyanis X Z parhuzamos AC-vel és Y Z parhuzamos BD-vel, de AC' és
BD merolegesek, ezért X Z és Y Z is merdlegesek egymasra. Egy ilyen derékszogid haromszognek a teriilete fele azon
téglalap teriiletének, amelyet az S-sel parhuzamos sik az ABC D tetraéderbsl metsz ki. Jeloljiik A’-vel AC felez6pontjat!
Az A'BCD tetraéder S sikkal parhuzamos sikmetszetei mar egyenld teriiletiiek a vizsgalt testiink sikmetszeteivel
(7. dbra). A Hajos-féle tételben kovetelt egyeneseket nem tudunk megadni, mivel a testeknek nincs olyan lapja, amely
parhuzamos S-sel. A tétel utan tett megjegyzésben kovetelt egyenes viszont létezik, ilyen az S-re merdleges egyenes.
Mivel az A’ BC D tetraéder térfogata fele az eredeti tetraéder térfogatanak, ezért a nyereglap altal hatarolt test térfogata
is a tetraéder térfogatanak fele, azaz V2a? /12, ahol a az eredeti szabélyos tetraéder élhossza.

Ezt a feladatot egy tigyes transzformaécioval (az eredmény ismeretében) mar egyszertibben is megoldhatjuk. Kere-
sendd olyan egybevagosagi transzformacio. amely a nyereglapot helyben hagyja, az ABC, BC' D lapokat pedig a BAD,
ADC lapokba viszi at. Az AB és CD élek felez6pontjat 6sszekots egyenesre valo tiikrozés e kivanalmaknak éppen
megfelel. Ha erre az egyenesre tiikrozziik testiinket, akkor az egy vele egybevago testbe megy at, és a két test egyiitt
az eredeti tetraédert adja. Térfogatuk tehat a tetraéder térfogatanak a fele.

Nagy Gyula
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