Versenyeken — a KoMaL-ban is — gyakran kell olyan egyenl6tlenséget igazolni, amelyben egy haromszog oldalhosszai
szerepelnek. Ezeknek a feladatoknak a megoldasakor altaldban nemcsak azt kell felhasznalni, hogy az oldalak hossza
pozitiv, hanem azt is, hogy teljesiil a haromszog-egyenlétlenség; ez Gsszesen hat feltétel. Ha a bizonyitandoé egyenlét-
lenség bonyolult, a lehetGségek szdma olyan nagy lesz, hogy a néhany soros megoldas megtalalasa, ha egyszertien csak
probalgatassal dolgozunk, nagyon hosszu idébe telik.

Példaul egyszer a Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian szerepelt az az egyenl6Stlenség, hogy ha a, b és c egy
haromszog oldalai, akkor

(1) a’b(a — b) + b%c(b — ¢) + *a(c —a) > 0.

A versenyen az akkori magyar csapatbol ezt senki sem tudta bebizonyitani, pedig a feladatra létezik rovid megoldas:
konnyen ellendrizhets, hogy a bal oldalon 4ll6 mennyiség nem mas, mint

(b+c—a)(c+a—b)(b—c)®+(c+a—b)la+b—c)c—a)’+ (a+b—c)(b+c—a)la—b)?
5 .
A kérdés csak az: hogyan lehet egy ilyen megoldast megtalalni?

Most egy olyan modszert szeretnék vazolni, amivel a kiindulasi feltételek szamat hatrol haromra csokkentjik. Ez
nem oldja meg automatikusan a feladatot, de sok esetben kénnyebben felismerhet6vé teszi a megoldést.
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Legyenek a haromszog oldalai a, b, ¢, félkeriilete s. Legyen x = s — a = 5(() +c—a),y=s—>b= 5(0 +a-0)és

1
z=s—c= §(a + b — ¢). Ismeretes, hogy ezek a mennyiségek azoknak a szakaszoknak a hosszai, amelyekre a beirt

kor érintési pontjai az oldalakat felosztjak, azaz a = y+ 2, b = z + x és ¢ = = + y (ez egyszerd behelyettesitéssel is
igazolhato). Az z, y, z mennyiségek pozitivak. Ez a feltétel, ami valojaban harom egyenlGtlenséget jelent, ekvivalens
azzal, hogy a, b, ¢ pozitiv, valamint a > b+ ¢, b > ¢+ a és ¢ > a + b. Ha a, b, ¢ helyére behelyettesitjik (y + z)-t,
(z + x)-et és (x + y)-t, akkor a feladatot egy olyan egyenlGtlenség bizonyitasava alakithatjuk at, amely méar nem egy
haromszog oldalairél, hanem harom kdzonséges pozitiv szamroél szol.

Ezzel a modszerrel (1) igy alakul:

W+2)+2)y—2)+ @+’ @+yz -y + @ +y)° Y +2)(@—2) >0
xy3 + yz3 + 2z — x2yz - y2zx - z2xy > 0;
zy(y — 2)* +y2(2 — 2)* + zz(z —y)* > 0.

Az utols6 lépésig minden szdmolds mechanikus, csupén a négyzetosszeggé alakitds megtaldlasahoz kell egy kicsit

gondolkodni.
A haromszognek sok méas adata is kifejezhets z, y, z segitségével. Példaul a félkeriilet s = x + y + z, a teriilet a
t b
Héron-képletbdl ¢ = \/xyz(x + y + z), a beirt kor sugara r = — = %, a koriilirt kor sugara R = e _
S r4+y+z 4t
(z+y)y+2)(z+2)

4\/zyz(z +y+ 2)

Gyakorlas céljara néhany feladat:

1. Bizonyitsuk be, hogy
(a+b+c)

(a+b)(b+c)(c+a)
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2. Igazoljuk, hogy R > 2r.
3. Bizonyitsuk be, hogy 3(a + b)(b+ ¢)(c 4+ a) < 2(a® + b* + ) + 18abc.

4. Legyenek a haromszog stulyvonalai s,, sp, s.. Igazoljuk, hogy

o o= o, _le—al\ (o la—bl) _
a 2 b 9 c 9 >~ st.



