1. Mivel 1995° = 5 - 360° 4 195°, azért
sin? 1995° = sin® 195° = sin®? 15° és  cos? 1995° = cos? 195° = cos? 15°.
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4ab = 4sin? 15° cos? 15° = sin? 30° = 7 vagyis ab = 6

Nl=

1\
log, = <E> = log, V16 = log, 4 = 2.

Megjegyzés. Az ab értékét a kovetkezok felhasznalasaval kdzvetleniil is meghatarozhatjuk:

V6 — 2 \

sin 15° = sin(45° — 30°) = sin 45° cos 30° — cos 45° sin 30° = 1 cos 15° cos(45° — 30°) = cos45° cos 30° + sin45° sin 30° = -

2. Legyen a kocka éle a, a szabélyos tetraéderé pedig b, ekkor A; = 642, Ay = V3b2. Tudjuk, hogy 6a* = \/gbz,
a2 V3 a3

vagyis el amibdl 7=\ % A térfogatok aranya:

Vi 12 [ /V3) _12V3V3 233  V3V3 _ Y3~1.3L,
Voo 2 V2V 6 _\/_6\/_ VI2 V3 N

3. I. megoldas. Az ABC haromszogben legyen C-nél a tompaszog. A legrovidebb magassag ekkor CT. Legyen a
legrovidebb oldal BC', akkor a feladat szévege alapjan C'T' = BT. Vagyis CBT egyenls szart derékszogd haromszog,
a koré irt korben talaltunk egy 45°-os keriileti szoget: CBT < = CBA< = 45°. A kozépponti szog ennek a kétszerese,
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igy AOC< = 90°. A szokésos jelolésekkel: AC = b, CB = a, AO =CO =r. TB =CT = ga, AT = /b2 — %
adodik a Pitagorasz-tétel segitségével. AOC és ATC' derékszogi haromszogeknek kozos az atfogojuk, ezért a rajuk

2 2 b
felirt Pitagorasz-tételek Osszevetésébél 22 = b? — % + % adodik, vagyis r = —.

II. megoldas. Az el6z6 megoldasban szerepld jeloléseket alkalmazzuk, tovabba AB felez6pontjat nevezziik F-nek.
c
Belathato, hogy OFT egyenl6 szart derékszogd haromszog, ezért FT = FO = - — a4 Felirjuk a Pitagorasz-tételt az

2 2
OFA haromszogre:
-2 2+(E)r2 amib61r2*02+a2_\/§.ac vagyis r = ¢ +a? —v2-ac
2 \/5 2 - ’ - 2 ) gy - 2 -

Megjegyzés. A két megoldasban kapott r érték formailag kiilonb6z6. Megmutathato, hogy ezek egyenlGek egymassal.
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Az ATC haromszogre irjuk fel a Pitagorasz-tételt: b = % + (c — %) , amib6l b = ¢ +a® — 2 - ac.

4. A feladat szovege alapjan az f*(n) = n-g(n) egyenlet pozitiv egész gyokeit kell meghatérozni: (n* — 2n + 3)2 =
n (n2 —4n + 7). Elvégezziik a kijelolt miiveleteket, majd a bal oldalra rendezziik a kapott tagokat: n* — 5n3 4+ 14n? —
19n + 9 = 0. Ha van egész megoldés, akkor az csakis a konstans osztéi kozott lehet. Vegyiik figyelembe, hogy pozitiv

egész gyokoket keresiink, igy csak harom érték johet szoba: 1, 3, 9. Behelyettesitéssel kapjuk az egyediili megoldast:
n=1.

5. Alkalmazhatjuk a szamtani és a négyzetes kozép kozotti Osszefiiggést két tagra, tobbszor egyméas utan

V6a—2+/6b—2 V6c—2+/6d—2 6a—2+6b—2 6c—2+6d—2
2 + 2 < \/ 2 + \/ 2
2 - 2 -
- \/3(a+b)—2+3(c+d)—2 B \/3(a+b+c+d)—4 _ \/3-2—4
2 B 2 N 2

< =1
1
Néggyel szorozva kapjuk a bizonyitando allitast. EgyenlGség az a = b = ¢ = d = = esetén van. Megjegyzés. Alkal-

mazhatjuk a szamtani és a négyzetes kozép kozotti dsszefliggést négy tagra is, akkor valamivel kevesebb atalakitassal
ériink a bizonyitandé allitashoz.
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6. A BC oldal felez6 merslegesének felirasa: a normalvektora: BC(1; —3), felez6pontja: Fy, (—5; 5) , egyenlete: x —

5 3 3 3
3y = it —4. A CA oldal felez6 merdlegesének felirasa: a normalvektora: CA(7; —1), felez6pontja: Fj (5; —§>,
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egyenlete: 7Tx —y = ) + 3= 12. A két egyenes metszéspontja a kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa, x = 2,
y=2.
A metszéspont a keresett kor kézéppontja: K(2;2), KA = KC = KB =r =5 (a B pont masodik koordinatéja
2, igy szinte ranézésre adodik az 7 = 5). A keresett egyenlet: (z — 2)? + (y — 2)? = 25. Megjegyzés. Eszrevehets, hogy
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az ABC haromszogre teljesiilnek a 3. feladat feltételei, ezért r = E = ﬁ = 5. Ennek a birtokdban a kdzéppont

koordinatai mar konnyen megkaphatok.

7. Legyen a hat valos szam: a; a+d; a+2d; a+3d; a+4d; a+5d. A széveg alapjan (a+d)2 = a(a+5d), mivel a; a+d;

a+ 5d egy mértani sorozat harom egymaést kovets eleme. Végezziik el a kijelolt miveleteket: a® + 2ad + d* = a® + 5ad.
1 1

Az bsszevonas utan d? = 3ad adodik. Oszthatunk 3d*-nel (d # 0): 3= g. A keresett arany: 3" Ez azt jelenti, hogy

d = 3a, vagyis a mértani sorozat igy kezdddik: a; 4a; 16a; ..., amibsl ¢ = 4. A mértani sorozat tizedik eleme:

a0 = aq’ = a-4° = 262 144a = a + 87 381 - 3a = a + 87 381d, vagyis a szamtani sorozat 87 382-edik tagja lesz az a

szam, ami a mértani sorozatban a tizedik helyen Aall.

Vegyiik a meértani sorozat (n 4 1)-edik tagjat. Bz ap,1 = ag™ = a-4" = a-2°" = a + (22" — 1) a. Mivel d = 3a,
azért az aq™ akkor lehet tagja a szamtani sorozatnak, ha 22" — 1 oszthaté 3-mal. Az azonos, paros kitevdji hatvanyok
kiilonbsége oszthaté az alapok Osszegével, ezzel az allitdsunkat belattuk.

8. cosx # 0; cos 2z # 0; cos 3x # 0, amibsl x # 90° + k1 - 180°; x #£ 45° + ko -90°; x # 30° + k3 -60°, k1, ko, ks € Z.

Az els6 és a masodik taghol kiemelhets a tg? x, a negyedik és az 6todik taghol pedig a —6:

tg?x - (14+tg2x -tg3z) — 6(1 + tg2x - tg3x) — (tg3z — tg22z) =0

tg 3z — tg2x

Tudjuk (a Fiiggvénytablazatban is megtalalhato): tgx = tg(3z — 2z) = T+ tg20 tgr
x - tg3z

, ezért tg3x — tg2x helyett
tgz(1 + tg2x - tg 3x) irhat6. Ezutan 1 + tg 2z - tg 3z kiemelhetd:
(tg®z —tgz — 6) - (1 + tg2z - tg3z) = 0.

Két eset van: I tg>x —tgx — 6 = 0, amibdl vagy tgx, = —2, #1 = —63°26' 4 ky - 180°, ky € Z, vagy tgas = 3,
To = 71°34' + ks - 1800, ks € Z
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IT. 1 4 tg2x - tg3z = 0. Belathato, hogy ebben az esetben nincs megoldas (pl. a tg2z = % és a tgdzr =
tg2 t
_telr T igr alkalmazasaval).
1—-tg2x-tgax
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