Az 1993. februari szamban jelent meg a kovetkezs feladat: Van-e olyan 2-hatvdny, amelynek 10-es szamrendszerbeli
alakja az 1,9, 9, 3 jegyekkel kezddédik?

I. Idézziik {6l mindenekel6tt a feladat megoldasat. Olyan n és k pozitiv egészeket keresiink, amelyekre
(1) 1993 - 10 < 2" < 1994 - 10*
teljesiil. Mindkét egyenl6tlenség mindkét oldalanak a 10-es alapt logaritmusat véve és rendezve, (1) a kovetkezs alakba
irhato:
log 1993 < n-log2 — k < log 1994,
ill. figyelembe véve, hogy [log 1993] = [log 1994] = 3,
{log1993} <n-log2 — (k + 3) < {log 1994}
(itt {a} az « szam tort részét jeloli); azaz

(2) 0,2995072987 ~ {log 1993} < {n - log 2} < {log 1994} ~ 0, 2997251539.

1
Valasszunk el@szor egy olyan m természetes szamot, amelyre - < {log 1994} — {log 1993}; pl. m = 10000 megfeleld.

i )
Az L, i intervallumok (i =0, 1, ..., m — 1) szama m, és ezek egyiittesen lefedik a [0,1) intervallumot. Igy a
m’ m
{log2}, {2-1og 2}, ..., {(m+1)-log 2} szamok kozott (amelyek paronként kiilonbozbek log 2 irracionalitidsa miatt) lennie
1+ 1
kell két olyannak, amelyek ugyanabba az {i, s > intervallumba esnek. Tehat léteznek olyan 1 <a <b<m+1
m’ m

1
egészek, hogy |{a-log2} — {b-log2}| < —. Ebbdl mar kénnyen belathat6 olyan ¢ pozitiv egésznek a létezése, amelyre
m
1
{c-log2} < —. Egy ilyen ¢ szamnak pedig nyilvan létezik olyan n tébbese, ami eleget tesz (2)-nek.
m

II. A felidézett bizonyitas csupan annyit hasznélt fel a feladat szerepl6irdl, hogy log 2 irracionalis; igy a megfelels
allitas igaz marad 1993 helyett tetszGleges szémjegysorozatraEEgy példa a 7 els6 harom jegyére: Q4745 _ 112566 .
3.14173 . ... Azt sem nehéz megmutatni, hogy végtelen sok, az (1) kovetelményt kielégité n szam létezik. A létezés
igazolasa utdn nézziink most néhany konkrét kitevét is a megfelelk koziil. Némi probalgatéds utan szdmologéppel
konnyen megtalalhatjuk az alabbi értékeket:

212621 = 103799 . 1,993311971 . . ., (A)2"757 = 10**% . 1,993636670 . . ., (B)2'%%* = 10°%%7 . 1,993961422 ... .; (C)

Az 6todik szamjegyet figyelve lathato, hogy a 2 kitevGjét 2136-osaval novelgetve viszonylag hamar elérhetjiik, hogy a
hatvany 1, 9, 9, 6-tal kezdédjon: 216893+F2136 arteke k = 7 mellett

231845 — 109586 . 1, 996236116.. .,

és még a k=8 és 9 is jo.
Az eredeti kérdésre visszatérve, az ott bemutatott 12621-es kitevénél kisebb is talalhato:

(D) 21456 — 10438 . 1,993763709.. . .,

bar ez az el6z6ekhez képest egy ,maganyos” megoldas. Ha azonban megengediink negativ hatvanykitevét is, akkor a
kitevének a bevalt 2136-tal valé csokkentése itt is eredményre vezet:

27680 — 107205, 1,99343899 ...,272816 — 107848 .1, 993114323 .. ..

III. Abréazolhatjuk a feladatbeli problémat (a természetesen adodé szdmegyenes helyett) a sikon is, a kévetkezd-
képpen. Vegyiink fel a sikon egy szokasos derékszogi koordinatarendszert, jeloljiik ennek alapvektorait i-vel és j-vel.
Tekintsiik ezutdn azt a pontracsot, amelyet az u = (log2)i és a v = —i + j alapvektorok feszitenek ki. Ebben egy
nu + kv helyvektort racspont (n, k) koordinatai pontosan akkor elégitik ki (2)-t, ha a pont benne van abban az y
tengellyel paArhuzamos keskeny savban, amelyet az

x =1og1993 = 3,2995072. ..

és az
x =log 1994 = 3,2997251 ...

egyenleti egyenesek hatarolnak. Az I.-ben leirt megoldas eredménye itt ugy fogalmazhato meg, hogy a savban létezik
(méghozzéa a megoldast kovetd megjegyzés szerint végtelen sok) racspont. Az (A), (B), (C)-beli példaknak megfelels
racspontok egyetlen récsegyenesen vannak rajta, amelynek a meredeksége alig 0,022 szogmaésodperccel tér el a 90
foktol. Az érdekléds Olvasoé kiszamolhatja, vajon az (A), (B), (D) valamint a (B), (C), (D) racsharomszogekben van-e
tovabbi racspont.
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