Nézziink tovébbra is olyan feladatokat, amelyeknél az A halmaz elemeinek szamat tgy hatérozzuk meg, hogy A
elemeihez hozzérendeljiik egy olyan B halmaz elemeit, amelyben kénnyebb az elemek megszamlalasa (lovak helyett
a lovasokat szamoljuk meg). A parbaallitast valamilyen kodolasi eljaras adja meg. Kodolasi modszereket hasznalva
kiilonféle tételeket tudunk bizonyitani.

Cayley-tétele és a Priifer-kodl

Fanak neveziink egy Osszefliggé grafot, ha nem tartalmaz kort. Az dbra két fagrafot abrazol. A fakra vonatkozo
legegyszertibb tétel a kdvetkezs:



1. dbra



2. dabra

Tétel. Egy n szogpontu fa éleinek szama n — 1.

A bizonyitas a kovetkezs: Vélasszuk ki a fa egy tetszoleges szogpontjat, és nevezziik ezt a fa ,,gyokerének". Szamoz-
zuk meg a tobbi pontot az 1, 2, ..., n — 1 szdmokkal. Szdmozzunk meg minden élt az él azon végpontjanak szamaval,
amely a gyokértdl induld és a szoban forgo éllel zarodd utnak a végpontja. Illyen moédon minden élt megszamoztunk,
ésazl,2,...,n— 1 szamok mindegyikét pontosan egyszer hasznéltuk fel (minthogy minden pont a gyokérrel egyetlen
uttal van osszekotve), azaz az élek szama n — 1.



Az els6 nem trivialis kérdést a fakrol Cayley vetette fel, és 6 is oldotta meg: Hany adott pontd kiillonbozé fa létezik?
A valasz legalabb kétféle lehet, attol fliggben, hogy mikor tekintiink két fat kiilonbozének. Mi a szamozott szogponti
fak szamat fogjuk meghatarozni.

Cayley-tétele. Az n szamozott szogponti fak szama: C,, = n" 2.

A tétel legszebb bizonyitasa Priifert6l 1918-bol szarmazik. A bizonyitas f6 gondolata az, hogy minden fahoz hoz-
zérendel egy olyan n — 2 szambol 4ll6 sorozatot, amelynek minden eleme az 1, 2, ..., n szamok valamelyike. Egy
ilyen sorozatot a fa Priifer-kodszavanak neveznek. Minthogy az ilyen kodszavak szama n" 2, Cayley formulajanak
bizonyitdsahoz elegendé megmutatni, hogy kolesonosen egyértelmi megfeleltetés van az n-szogpontt szamozott fak és
a Priifer-kodszavak kozott. Ahhoz, hogy ezt belassuk, elég megmutatni, hogyan végezhets el a kodolas és a dekddolas
folyamata.

El6bb két egyszerti fogalmat értelmeziink. Egy graf egy P pontjat a graf végpontjanak nevezziik, ha fokszama (a
pontbol indulo élek szdma) 1. Az olyan élt, amelynek legalabb egyik végpontja a grafnak végpontja, hatarolo élnek
nevezzik.

A kodolasi eljaras:

a) Valasszuk ki a legkisebb szdmmal megszamozott végpontot (az dbrdn levs graf 3-as szamu pontjat), tavolitsuk
el ezt a fabol a hozza vezetd hatarolo éllel egyiitt, és irjuk le ezen elhagyott él masik végpontjanak indexét (a 4-et); ez
lesz a kodszo elsé jele.



44112 Priifer-kodszo



Priifer-kodszo: 6233
Dekédolasi eljaras: 6233 233 33 3 145 456
256 56 56 36
A megfelel fa:



b) Ismételjiik meg ugyanezt az eljarast a megmarado faval egészen addig, amig csak egy 2-szogpontu graf marad,
azutan alljunk meg.

A dekoddolési eljaras:

Irjuk a kodszo ala novekvs sorrendben az 1, 2, ..., n szamok koziil mindazokat, amelyek nem fordulnak els a
kodszoban. Nevezziik ezt a sorozatot antikédnak. Kossiik 0ssze a kodszo elss jelével szamozott pontot az antikod els6
jegyével szamozott ponttal. Hagyjuk el ezeket a jeleket; ha a kodszo elhagyott jegye nem fordul el6 tobbszor a kodszo
megmaradt részében, irjuk ezt az antikodba a megfelel§ helyre. Ismételjiik az eljarast az uj koédszéval és antikoddal
mindaddig, amig a sz6 eltiinik. Kossiik dssze végiil azt a két pontot, amelyeknek indexei az utolsé antikédot alkotjak.

Az Erddés-Szekeres tétel

Tétel. A kiilonb6z6 valos szamokbol allo aq, aso, ..., Gmpy1 sorozatnak vagy létezik egy m-nél hosszabb csokkend
részsorozata, vagy van egy n-nél hosszabb névekvd részsorozata.

Bizonyitas. A sorozat minden eleméhez egy szampart rendelhetiink: a; — (li+, 1;), ahol li+ jelenti az a;-vel kezd6d6
leghosszabb névekvo részsorozat elemeinek szamat, [, az a;-vel kezd6dé leghosszabb csokkend részsorozat elemeinek
szamat jelenti.

Az igy képzett szdmpérok kiilénbozok. Hiszen, ha i < j és a; < aj, akkor [~ > l;r, ha pedig a; > a;, akkor [;” > I

l;L és [, pozitiv egész szamot jelol. Az olyan kiilonb6z6 szampérok szama, melyben l;L <n,l; <m,m-n. Mivel
a sorozat elemeihez rendelt szdmpéarok szama m - n + 1, ezért valamelyik i-re vagy I > n vagy [ > m, mely a tétel
igazolasat jelenti.

A Sperner-lemma

Tétel. Ha egy n elemd H halmaznak Ay, As, As, ..., A, olyan részhalmazai, hogy egyik sem tartalmazza semelyik

masik halmazt, akkor m < <[Z])
2

Megjegyzés. Az m = ( %) érték elérhetd, ha vessziik az n elemt H halmaz Gsszes [g] elemi részhalmazat.
2
A tétel (a Sperner-lemma) bizonyitésa tobbféleképp elvégezhets. Lassuk azt, amelynek Gtlete az eddigiek kozé illik.

Bizonyitas. A B; D Bs;—1 D --- D By D Bj sorozatot lancnak nevezziik. A H halmaz n hossziasagi lancainak
szama n!. Ha |A4;| = k;, akkor A; részhalmaz k;!- (n — k;)! db n hossztsaga lancban szerepel, s ha i # j, akkor A; és
A; nem lehet ugyanabban a lancban, tehat

23 kit ktz - [5]: (2~ [5])

azaz m < ([g}).

A diagram—m()dszelﬂ

Az n szam porzitiv egészek Osszegeként valod elGéllitdsait az n szdm particidinak nevezziik. Kiilonféle kérdések,
allitdsok megfogalmazhatok ehhez kapcsoldodva.

Tétel. Az n szam olyan felosztasainak szama, amelyekben k a legnagyobb rész, egyenls az n szam k részre vald
felosztasainak szamaval.

Bizonyitas. Ha példdul n =7 és k =4, akkor44+1+1+4+1,4+2+ 1, 4+ 3 a 7 azon felosztasai, amelyekben a
legnagyobb rész 4. A 7-nek négy részre valo felosztasai pedig: 4 +1+14+1,34+2+1+1,2+2+2+ 1.

A tétel bizonyitasat szemléletesebbé tehetjiik, ha az n tetszbleges felosztasahoz egy un. Ferrers-féle diagramot
rendeliink. Példaul a 3 + 2 + 1 + 1 felosztashoz tartoz6 diagramot a bal oldai dbra mutatja.



5. dbra



A diagramot atalakitjuk gy, hogy a sorokbol oszlopok, az oszlopokbol pedig sor(ﬁ)kalx)fglljanak. Ez lesz a konjugalt
diagram. (Egy diagram konjugaltjanak konjugéltja az eredeti diagram lesz.) A jobb oldalon lathaté az elébbi diagram
konjugaltja, mely a 7-nek az egyik olyan felosztasat (4 + 2 + 1) mutatja, amelyben a legnagyobb rész 4.

A diagramok (és konjugalt diagramok) segitségével — ahogyan a példa mutatja — parbaallithatok az n szam olyan
felosztasai, amelyekben k a legnagyobb rész, azokkal a felosztasokkal, amelyekben az n szamot k részre osztjuk fel. Ez
a megfeleltetés igazolja a tételt.
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