1. Egy rdcstéglalapot, amelyiknek oldalai pdrhuzamosak a koordindtatengelyekkel, 1/2 teriletd rdcshdromszégekre
bontunk. Bizonyitandd, hogy a hdromszégek kozott legalabb kétszer annyi derékszogé van, mint a téglalap rovidebb
oldaldnak hossza. (Egy sokszdg rdcssokszdg, ha valamennyi csicsinak mindkét koordindtdja egész szdm.)

Megoldas. A bizonyitashoz el6rebocsatunk két észrevételt.

1. Egy racsharomszog teriiletének kétszerese, példaul a koordindtageometria teriiletképletébdl lathatoan, egész
szam. Igy az 1/2 teriilett racsharomszogek nem tartalmaznak racspontot a belsejiikben, de a csticsaikon kiviil a haté-
rukon sem — azt fogjuk mondani, {iresek — hiszen kiilonben fel lehetne bontani ket harom, illetleg két racsharomszogre,
s igy kétszeres teriiletiik 1-nél nagyobb volnalf

2. Az 1/2 teriiletd derékszogi racsharomszogek befogoinak a hossza 1, és a befogok parhuzamosak a koordi-
natatengelyekkel, mert egyrészt a szorzatuk a haromszog kétszeres teriiletét adja, méasrészt két racspont tavolsaga
nagyobb mint 1, kivéve, ha egyik koordinatajuk megegyezik, a masik pedig 1-gyel kiilonbozik. Ez azonnal kdvetkezik
a Pitagorasz-tételbsl.

A feladat allitasanak bizonyitdsahoz elGszor egyes haromszogeket kisebb keriilettivel helyettesitiink, de ugy, hogy
fél négyzet (1/2 teriilett derékszogt racsharomszog) ne keletkezzék. Ehhez azt vegyiik észre, hogy ha két kozos oldalu,
iires racsharomszog egylitt konvex négyszoget alkot, akkor ez paralelogramma (1. dbra). Valoban, az ilyen négyszog
teriilete 1/2 + 1/2 = 1, mindkét atlo két — legalabb, tehat pontosan 1/2 teriilett racsharomszogre bontja, teriiletét
felezi, ami azt jelenti, hogy a négyszog paralelogramma. Ha ennek az atl6i egyenl6k volnanak, akkor a négyszog téglalap
volna. Igy az eredeti két haromszog, mivel teriiletiik 1/2, fél négyzet. A fél négyzeteket azonban nem valtoztatjuk meg.

Nem valtoztatjuk meg azokat a haromszogeket sem, amelyekbdl a leirt modon két fél négyzet keletkeznék, vagyis
a keletkez6 paralelogramma rovidebb atloja merGleges az egyik parhuzamos oldalparra. Az ilyen paralelogramma
keletkeztethetd egy fél négyzetbol ugy, hogy azt az egyik befogd kbzéppontjara tikrozziik (2. dbra). Ekkor a hosszabb
4t16 hossza V5. Nevezziik a tovabbiakban az ilyen paralelogrammakat rovidnek.

Ha van a haromszogoldalak kozt V/5-nél hosszabb, akkor egy maximalis hossztusagu oldalra tdmaszkodé két ha-
romszogre alkalmazhatjuk a leirt eljarast, mert a haromszogekben ezen az oldalon hegyesszog van, mivel a legnagyobb
sz0g a legnagyobb oldallal van szemben. Igy a két haromszog egyiitt konvex négyszoget alkot. Mivel az el6forduld
legnagyobb racstavolsaghol indultunk ki, és a két atlé nem egyenld hosszi, igy a masik &tlé meghizasaval kisebb
keriileti haromszdgeket kapunk.

Az eljaras véges sok lépésben befejezdik, mert az oldalhosszak négyzete pozitiv egész szam, és nem nagyobb a
téglalap atlojanal, tovabba mindegyik csak véges sokszor léphet fel. Elég tehat a feladat allitasat olyan téglalapokra
belatni, amelyek fél négyzetekre és rovid paralelogrammakra vannak felbontva.

Vegyiik a téglalap egyik oldaldnak két szomszédos racspont kozti szakaszat és a felbontasnak azt a sokszogét,
amelyiknek ez az egyik oldala. Ha ez haromszog, akkor megallunk, ha révid paralelogramma, akkor ennek a tengellyel
parhuzamos mésik oldalara tdmaszkodd sokszoget vessziik. Az eljarast addig folytatjuk, amig haromszoghoz vagy
a téglalapnak a kiindulési oldalaval szemkozti oldaldhoz nem ériink. Az els6 esetben a haromszog egyik befogoja a
téglalap kiindulasi oldaldval parhuzamos, igy a haromszognek nem lehet kozos oldala a téglalap parhuzamos oldaléval.

A masodik esetben a téglalapnak a kiindulési oldallal szomszédos oldalatél indulva ki egy egységnyi szakaszbol
ugyanez az eset csak ugy léphetne fel, ha a két sokszogsorozatnak volna kozos rovid paralelogrammaéja. Ez azonban
nem lehetséges, mert az egyik és a masik sorozat rovid paralelogrammainak a koordinatatengellyel parhuzamos oldala
egymaésra merdleges (3. dbra).

A leirt eljaras tehat minden esetben legalabb kétszer annyi derékszogi iires racsharomszoget szolgaltat, mint a
téglalap valamelyik oldalanak a hossza. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

2. Adott egy n vdltozds polinom. Tudjuk, hogy ha mindegyik vdltozdja helyébe vagy +1-et, vagy —1-et helyettesitiink,
értéke pozitiv lesz, amennyiben a —1-ek szdma paros, és negativ, ha a —1-ek szdma pdratlan. Igazoljuk, hogy a polinom
legaldbb n-edfoki. (Azaz van olyan tagja, amelyikben a vdltozok kitevdinek az dsszege legaldbb n.)

El6rebocsatunk egy megjegyzést. Elég olyan polinomokra szoritkozni, amelyekben minden valtozo6 legfeljebb els6
hatvanyon szerepel. Ha ugyanis minden paros hatvanyon szerepld valtozot 1-gyel, a paratlan hatvanyon szereplSket
pedig a valtozo elsé hatvanyaval helyettesitjiik, ezzel a polinom foka nem ndvekszik, a feladatban megadott tulajdon-
sdga pedig nyilvanval6an megmarad, és ezen az sem valtoztat, ha a médositas utdn osszevonhato tagokat 6sszevonjuk.
Ha pedig a modositott polinom legalabb n-edfoki, akkor az eredeti is. A tovabbiakban polinomon mindig a mondott
modon egyszerisitett polinomot ertiink.

I. megoldas. Az allitast teljes indukcioval bizonyitjuk. Egy egyvéltozos polinom az + b alaku. Feltétel szerint
a+b>0, —a+b<0, azaz a—b>0,

tehat
2a > 0, a > 0.

!Bar a megoldas sordn nem lesz ra sziikség, megjegyezziik, hogy ennek az allitasnak igaz a megforditasa is: minden iires haromszognek
1/2 a teriilete. Ld. idevonatkozoan: Hajos Gy., Neukomm Gy., Suranyi J.: Matematika: Versenytételek I1. rész (TankOnyvkiadd, Budapest
1988) 107-117. oldal.

2Elmondhatok volnanak megoldasaink enélkiil az egyszerisités nélkiil is, csak a szdveg valnék sokkal bonyolultatbba.



A polinom tehat elséfoku. (Az eredeti polinom legalabb elséfoku.)
Tegyiik fel, hogy a legfeljebb m véltozés polinomokra igaz a feladat allitasa. Egy m + 1 valtozés polinom

fl(xla" 'Jxm) +J;m+1f2($1,.. .,J]m)

alakban irhato, ahol f1 és fo legfeljebb m-véaltozos polinom. Legyen cq, ..., ¢, egy +1-ekb6l és —1-ekbdl all6 sorozat.
Ha a ¢;-k kozt paros szamu —1 van, akkor z,,41-nek egyszer +1, egyszer —1 értéket adva, a feltétel szerint

fl(Cl,.. .,Cm) +f2(01,. ..,Cm) >0 fl(Cl,.. .,Cm) — fQ(Cl,.. .,Cm) < 0.

Az ut6bbit igy irhatjuk:

—filety .y em) + faler, o oyem) >0 ésigy 2fa(er,...,cm) > 0;

ha pedig a c¢;-k kozott a —1-ek szama pératlan, akkor

fl(clv"'acm)+f2(clv"'7cm) < 05 fl(clv"'vcm)_fQ(CI;-"aC’m) > 05
tehat
—filer, .. yem) + faler, o oyem) <0 ésigy 2fa(cr,...,cm) <O.

Azt kaptuk, hogy fo-nek is megvan a tételben megfogalmazott tulajdonsaga, s igy az indukcios feltétel szerint legalabb
m-edfoki, az eredeti polinom legalabb (m + 1)-edfoku. Ezzel belattuk, hogy a tétel allitasa minden n-re igaz.

II. megoldas. Indirekt aton bizonyitjuk a feladat allitasat. Az, hogy egy polinom n-nél alacsonyabb foku, azt
jelenti, hogy nincs benne mindegyik valtozot tartalmazo tag. Tegyiik fel, hogy egy ilyen polinomra teljesiilnének a
feladat feltételei. Képezziik az 6sszes +1-ekbsl és —1-ekbdl 4llé sorozatokon vett értékeit a polinomnak, és a pozitiv
értékek U 0Osszegébsl vonjuk le a negativ értékek V Osszegét. Nyilvanvaléan U — V' > 0. Nézziikk meg, hogy egy
aw;, T, ... x;; tag egylitthatoja (j < n) hanyszor szerepel U-ban és hdnyszor V-ben. A +1-ekbél és —1-ekbdl allo ¢y,
€2, ..., Cp sorozatokban, rogzitve c;,, ci,, ..., ¢;; értékét, ha

Ci1Ciy - - . Cj; = 1,

akkor a annyiszor szerepel U-ban, ahanyféleképpen a tobbi c-k kozt paros szamu —1 fordulhat el§. Ez a szam

,e <”;j)+<”;j)+<”;j)+...,

ahol az Osszeg addig tart, amig az alsé paros szam nem nagyobb (n — j)-nél; V-ben pedig annyiszor, ahanyféleképpen
a tobbi c-k koziil paratlan szamut lehet kivalasztani. Ez a szam pedig

. <”;j)+<”;j)+<”;j>+... |

A kiszemelt tag adaléka az U — V kiilonbséghez tehat a binomiélis tétel szerint
o n—j\y (n—Jj n—j\y (n-—Jj _ 1 1\—i —
a(r —s) a{( 0 ) ( 1 )—i—( 5 ) ( 3 )—l—} a(l—1) 0.

Ci 1 Ciy - - -Cij = —1,

Ha viszont

akkor —a szerepel U-ban s-szer, V-ben pedig r-szer, igy ekkor is 0 a tag adaléka az U — V kiilonbséghez. Mivel ez az
indirekt feltevés szerint a polinom minden tagjara teljesiilne, igy ellentmondéasra jutottunk azzal, hogy ez a kiilonbség
pozitiv. A polinomban tehét szerepelnie kell az xqxs ...z, tagnak nemnulla egyiitthatoval. Ezzel a feladat allitasat
igazoltuk.

3. Az A, B, C, D pontok kézil semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Az AB és CD egyenesek E-ben, a BC és DA
egyenesek F'-ben metszik egymdst. Bizonyitsuk be, hogy az AC, BD és EF datmérdji korok vagy egy ponton mennek
at, vagy kozilik semelyik kettének nincs kézés pontja.

Megoldas. A pontokat A-bol hozzajuk mutatéd helyvektoraikkal jellemezziik. 1@ = bi ﬁ = d. Ezek nem péarhu-
zamosak, tehat a stk vektorai felirhatok egyértelmtien ezek szamszorosainak Gsszegeként. Igy

AC = ¢ = b+ 6d

alkalmas (3, § szamokkal.



Mivel E az AB és a CD egyenesen van, F' az AD és a BC' egyenesen, igy
e=AE=cb=Ad+(1-Ne=(1-NBb+((1-NF+Nd,f=AF=pd=pub+(1—pu)c=((1—pub+u)b+(1—pd.

Itt A és p nem lehet sem 0 sem 1, mert E kiilonbozik C-t6l és D-t6l, F' pedig B-t6l és C-t6l, kiilonben A, C' és D,
illetSleg A, B és C egy egyenesen volna. Az elGallitasok egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy

A W
e=(1-X)B, 5—m7 @ = (1—p), B_Eu
amibél
o (L=Mu _AM—p)
p—1" A—1
Ezeket felhasznalva
o n A _A=Mp _ A —p)
(1) C_u—1b+/\—1d’ e= 1 b, f= ] d.

Egy p helyvektora P pont akkor van az egyes korokon, ha a beldle a megfelel§ atmérd végpontjaihoz mutatod
vektorok merdélegesek, azaz 0 a skalaris szorzatulfl. A feladatban szerepl6 korok ezért igy jellemezhetd
(1-X

2 H pr_

AL —

A
p(p—c)=p° - b——pd=0,(p-b)(p—d)=p’—pb—pd+bd=0,(p—e)p—f)=p°-

w— 1P A
Jeloljiik a bal oldalakat K¢, Kpp, Kgp-fel. A feladatot megoldottuk, ha sikeriil olyan 0-t6l kiilonb6z6 «, v, n
szamokat taldlnunk, amelyekre azonosan teljesiil, hogy

(2) aKac +vKpp +nKgr =0,

mert ekkor, ha egy P pontra valamelyik két kifejezés 0, akkor a harmadik is, tehat ha P valamelyik két koron rajta
van, akkor a harmadikon is.

K 4c-ben nem szerepel bd-s tag, igy barmi is az a, a méasodik kifejezés Au-szoroséhez a harmadik —1-szeresét adva
az Osszegben ilyen tag nem fog szerepelni. Az Gsszeghez az elss kifejezés (1 — Ap)-szorosét adva p? sem fog szerepelni
az Osszegben. Tehat az o = 1 — A\, v = A\, 1 = —1 valasztassal a p2-es és a bd-s tagok kiesnek, tovabba a —bp és a
—dp egyiitthatoja (2) bal oldalan

I

0 0
1— )2 —l-N)—t—=Lr_@n- —1)-1 =0;
( /\u)u_lﬂ%u ( /\)u—l u—l( A4 A(p—1) =14 A) = 0;

illetGleg

A

K s¢ szorzbja, « = 0 lehetne, ha Ay = 1 volna, de ez sem lehetséges. Ha ugyanis ez allna fenn, akkor ¢ (1)-beli
elallitasaban a masodik tortet A-val egyszerisitve azt kapnank, hogy

(1—Au)4+/\u—(1—u) A

1
C:ﬁb_FEd vagy d=pub+(1—p)c).

Ez azt jelentené, hogy D egybeesnék E-vel, és igy egy egyenesen lenne B-vel és C-vel a feladat feltételével ellentétben.

Ezzel a feladat allitast bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. A feladatot vektorszamitassal megoldd versenyzdk tobbnyire azt szamoltak ki, hogy ha egy P
pontra két egyenlet teljesiil, akkor a harmadik is. Ekkor vagy harom esetet kell kiilon-kiilon végigszamolni, vagy az
igényel kiilon magyarazatot, hogy miért szimmetrikus a harom kor szerepe.

2. A feladat megoldhaté projektiv geometriai ismeretek alapjan id]. Egy ilyen megoldasnak csak roviden vazoljuk a
menetét. Ha R, S, T, U egy egyenes négy kiilonboz8 pontja, akkor az RT /TS aranyt, ezt pozitivnak tekintve, ha a két
szakasz egyirdnyu, negativnak, ha ellentétes irdnyd, a harom pont osztoviszonyanak nevezziik, és (RST)-vel jeloljiik.
Az (RST)/(RSU) arany a négy pont kettGsviszonya, jelolése (RSTU). Ez akkor negativ, ha az R, S és a T, U pontpéar
elvalasztja egymaést.

Ha a kettGsviszony értéke —1, akkor azt mondjuk, hogy a négy pont harmonikus pontnégyes, illetéleg R, S és T,
U harmonikusan véalasztja el egymastﬁ.

3Vektorokra vonatkozéan lasd pl. Hajos Gy., Neukomm Gy,. Suranyi J.: Matematikai Versenytételek 11. rész (Tankonyvkiad6, Budapest,
1988) 37-47. old.; kiiléndsen e) pont, 43-44. old.

4A bizonyitéas nélkiil felhasznalandé ismeretekre vonatkozoan Hajos Gy. Bevezetés a geometridba c. konyvére fogunk utalni (Tankdnyv-
kiado, Budapest, 1960). A projektiv geometria egy minimalis feltételekre alapozott (a tavolsag, szdg, folytonossag fogalmat nem hasznalo)
felépitésére vonatkozodan lasd pl. a kdvetkez6 mitivet: H. S. M. Coxeter: Projektviv geometria, Gondolat, Budapest, 1986.

5Hajos idézett miive (a tovabbiakban I. m.) 460. old.

w—1 A—



A feladat betiizését hasznalva jeloljik a BD és FF, EF és AC, illet6leg AC és BD metszéspontjat rendre X,
Y, Z-vel, ha létrejonnek (5. dbra). Ekkor A, C és Z, Y, tovabba D, B és X, Z, végill E, F és Y, X harmonikusan
vélasztja el egymast. Ha példaul BEF D trapéz, akkor C felezi a rajta at a parhuzamos oldalakkal parhuzamosan
huizott egyenesnek a trapézba esd szakaszat, és igy AC felezi a parhuzamos oldalakkal parhuzamosan htuizott minden
egyenesnek az AB és AD kozé es6 szakaszat, tehat BD-t és EF-et i (6. dbra). Ezekbdl kovetkezik, hogy pl. az AC
atmeérdji korben AZ/AY = CZ/CY, s igy a kor az ehhez az ardnyhoz tartozo Apolléniosz-kéil.

Ezutan az XY Z haromszog oldalait a C', D, E pontokban metsz& egyenesre Menelaos tételét alkalmazzulfl. Eszerint,
a haromszog oldalegyeneseit a haromszog valamelyik iranyd korbejarasa szerint irdnyitva

(YZC)(ZXD)(XYE) = —1.

Ebbél az adodik, hogy ha két kor metszi egymast, akkor a rajuk vonatkozo tavolsdgaranyok szorzata a harmadik korre
vontkoz6 ardnyt adja, vagyis a metszésponton a harmadik kor is a&tmegy.
Ha pl. EF és BD parhuzamos, akkor Y az EF felez6pontja, Z a BD szakaszé, és hasonlé haromszogek felhaszné-
lasaval fejezhetd be az el6z6hoz hasonléan a bizonyitas.
3. A feladat &llitasat tartalmazza H. S. M. Coxeter, S. L. Greitzer Az ujra felfedezett geometria cimen megjelent
konyvének 2.4.7 tételdd.
Suranyi Janos

1. m. 462-463. old.

“I. m. 124. old.

8. m. 357. old.

9Gondolat Kiado, 1977., 70. old.






