»Néha szamlalas nélkiil is meg tudjuk allapitani, hogy két véges halmaznak ugyanannyi eleme van-e. Pl. egy olyan
gyerek, aki csak 20-ig tud szamlélni, meg tudja allapitani, hogy az ablak alatt ugyanannyi katona haladt el, mint
ahany 10, ha latja, hogy egy katona sem ment gyalog, és egy 16 sem ment anélkiil, hogy katona ne iilne a hatan (és
természetesen egy lovon sem iilt egynél t6bb katona, és egy katona sem iilt egynél tobb lovon), akkor is, ha a katonak,
ill. lovak szama t6bb, mint 20.

A megszamlalasnak azt a modjat, amikor a lovakat kell megszamolni, és tudom, hogy ugyanannyi lovas van, mint
ahany 16, s ezért a lovasokat szdmolom meg, j6l mutatja Halmos P4l kovetkezé példaja

1. feladat. Tekintsink egy 1025 teniszjdtékosbdl dllo tarsasdgot. Képzeljik el, hogy a tdrsasdg bajnoksdagot szervez
a kovetkezd rendszer szerint. A jatékosokat pdrokba soroljik, eqy embernek természetesen nem jut pdr. Az egyes pdrok
meérkdznek, a vesztesek kiesnek. A mdsodik forduloban a gydztesek vehetnek részt, és az elsd forduldban pdr nélkil
maradt jatékos. A mdsodik forduld pdrositdsdit ugyanigy készitjik el, mint az elsdét, ismét kisorsolnak egy jdtékost,
aki ebbdl a fordulobdl jaték nélkil jut tovabb. Ezt azutdn igy folytatjuk, amig mindenki ki nem esik, az utolsé mérkdzés
gydztese lesz a bajnok. A bajnok tehdt nem vert meg mindenkit, de minden jatékos kikapott valakitdl, ..., aki kikapott
a bagnoktol. A kérdés: dsszesen hdny mérkdzésre kerilt sor?

A megoldast sok uton kereshetjiik, és méar a lehetd legprimitivebb meggondolas is célhoz vezet. Az els forduloban
512 mérkozést jatszottak, a masodikban 256-ot, majd 128, 64, 32, 16, 8, 4, 2, 1, 1 mérkézést. Ezeket 6sszeadva gyorsan
megvan az eredmény: 1024.

Van olyan megoldas is, amelyhez nincs sziikség szamolasra, kisérletekre, s6t még szadmokra sem, csak puszta gondol-
kodasra. A gondolatmenet: minden mérkézésnek egy gyGztese és egy vesztese van. A vesztes nem vehet részt a tovabbi
fordulokban. Minden jatékos, a bajnok kivételével, pontosan egyszer veszit. Igy ugyanannyi mérkézés van, ahany vesz-
tes, azaz a mérkézések szama eggyel kisebb a jatékosokénal. Ha a jatékosok szdma 1025, a megoldés 1024, ha 1000,
akkor 999. Nyilvanvalo, hogy ez az egyszert gondolatmenet a jatékosok szamatol fiiggetleniil, teljes altaldnossdgban
szolgalja a feladat megoldaséat.

Ahogyan Halmos hozzaftzi: ,jitt csillan fel egy piciny darabja az igazi matematikanak”.

1966-ban a TV | Ki miben tudés?” versenyének dontGjében szerepelt a kovetkezs feladat:

2. feladat. Egy n oldali konvex sokszdg belsejében nincs olyan pont, amelyen a sokszdg kettdnél t6bb dtloja halad
at. Hany metszéspontja van a sokszoq dtldinak a sokszdg belsejében?

A megoldas dallama hasonlé az el6bbihez. A sokszog barmely négy csicsa egy konvex négyszoget hataroz meg, a
négyszog atloinak metszéspontja pedig megad egy metszéspontot a keresettek koziil. Egy metszéspont és négy csics ily
moédon torténd parbaallitasa kolesonosen egyértelmi: annyi metszéspont van, ahanyféle modon ki tudunk valasztani

n
4-et az n csucs koziil, azaz < 4>.

3. feladat. Mutassuk meg, hogy egy n elemid halmaz részhalmazainak szama 2™.

Az allitas igazolhato teljes indukcioval, vagy tgy is, hogy felhasznéljuk az
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Osszefliggest. Elegans ttja a bizonyitasnak a kovetkezs: ha az n-elemi halmaz {a1, aq, ..., a,}, ugy ennek egy részhal-
mazat egyértelmden kijeloli egy n hosszisaga 0-1 sorozat. Ha a sorozatban a k-dik helyen 1-es all, akkor aj eleme a
részhalmaznak, ha pedig 0 all a k-adik helyen, akkor nem. Igy a részhalmazok szama ugyanannyi, mint az n hosszi
0-1 sorozatok szédma: 2".

4. feladat. Mutassuk meg, hogy az 1, 2, ..., 10* szémokban eléforduls szimjegyek szima egyenld az 1, 2, ...,
10%*+1 szémokban levé 0-k szimdval.

Az els6 sorozatbdl tetszoleges szamot vélasztva, annak valamely szamjegye utan besziurunk egy nullat. Ez a meg-
feleltetés kolesonosen egyértelmi az els6 sorozatbeli szamok szamjegyei és a masodik sorozatbeli szamok 0 szamjegyei
kozott.

Ha latjuk, hogy mindegyik lovon egy huszar iil, és néhany huszar gyalog sétal, akkor nyilvan a huszarok szama
nagyobb a lovak szaménal. Egyenl&tlenséget is tudunk a parbadllitas médszerével igazolni.
Lassuk a kovetkezs feladatot!

5. feladat. Jeldlje T,, egy n elemd halmaz kilonbézé particidinak (diszjunkt osztdlyokra bontdsainak) szdmdt.
Bizonyitsuk be, hogy fenndll a T,, < n! egyenldtlenség.

Legyen az n-elemi halmaz {1, 2, 3, ..., n}. Tekintsiik a halmaz egy particiojat, és minden részhalmazban az
elemeket rendezziik nagysag szerint csokkend sorrendbe, majd ezeket a sorozatokat elsd elemiik szerint névekedve irjuk
egymas utan. Példaul, ha n = 6 és az egyik particio {1, 5}, {2, 3}, {4, 6}, ugy ehhez a 32 5 1 6 4 sorozat tartozik.

! Kalmdr Ldszlé: A matematika alapjai (egyetemi jegyzet), I. kotet, 9. oldal.
2 Halmos Pdl: A matematika mivészete, Természet Vilaga, 1976/7, 299-303. oldalak.



permutécié is, amelyhez nem tartozik particio, pl.: 326 4 5 1. (Gondoljuk meg, miért?)
Megjegyzés. Az n-elemi halmaz particidinak szaméat a T, Bell-féle szdam jeloli.

6. feladat. Az 1 < a1 < ay < --- < a < n természetes szamokra igaz, hogy egyik a; sem osztdja a tobbi
szorzatdnak. Mutassuk meg, hogy k < w(n), ahol w7(n) a primszdimok szdma n-ig.

Azt kell észrevenni, hogy minden a;-hez tudunk olyan p; primet rendelni, amelyre p?j | a;, de p?j l/ai -ag-----
@i—1 - Qiyi - - - - ag. Kiilonboz6 a;-khez kiilonboz6 pj-k tartoznak.

,»Az olyan oOtlet, amely csak egyszer hasznalhato, csak triikkk. Ha t6bbszor is fel lehet hasznélni, modszer lesz belle”
(Polya Gyorgy). A parbaéllitas olyan otlet, amelyet tobbszor is fel lehet hasznélni. Gyakorlasul alljon itt néhany
feladat, amelyek megoldasanal lehet alkalmazni a parbaallitas modszerét.

1. Hany részre osztjék a teret a kocka lapsikjai?

2. Szabalyos tetraéder minden élén 4t sikot fektetiink, amely két egybevago részre osztja a tetraédert. Igy hany
részre bontottuk fel a tetraédert?

3. Egy 6 x 10-es négyzetracsos papirt a berajzolt racsegyenesek mentén két részre vagunk, majd az egyik darabot
ismét csak racsegyenesek mentén két részre vagjuk és igy tovabb: minden alkalommal valamelyik darabot két részre
vagjuk. Hanyszor vagunk, mire a papirost 1 x 1-es négyzetekre szabdaljuk? A vagdosast tobbféleképpen is végezhetjiik.
Vajon mindig ugyanannyi lesz a vagasok szdma?

4. Egy n oldalad konvex sokszog atléi legfeljebb hany haromszoget fognak kozre a haromszog belsejében?

5. Egy 6 x 10-es négyzetracsban hany téglalapot lehet tgy kijellni, hogy oldalaik racsegyenesek legyenek?

6. Egy 27 db egybevago kis kockabdl kirakott 3 x 3 x 3-as kockdban hany olyan téglatest jelolhetd ki, amely ezen
kis kockakbol all?

7. Hany olyan 6tjegyi szam van, amelyben a szidmjegyek nemcsdkkend sorrendben kovetik egymast?

8. A 3 szamot, négy kiilonbo6z6 moédon bontjuk fel pozitiv egészek Osszegére:
3; 2+1; 1+ 2, valamint 1+ 1+ 1. Az 6sszeadasban a tagok sorrendje lényeges, igy az 1 + 2 és a 2 + 1 kiilon-
bo6z6 felbontasnak szamit. Hany kiillonb6z6 modon bonthatjuk fel az n természetes szamot?

Ez a KoMaL-ban F. 2273. sorszamu feladatként lett kitizve, megoldasa a lap 1981. marciusi szamaban a 106.
oldalon olvashato.

9. Mutassuk meg, hogy egy n (n > 1) elemid halmaz részhalmazaibol legfeljebb 2"~1 valaszthato gy ki, hogy
koziiliik barmely kettének legyen kozos elemel

10. Mutassuk meg, ha egy n elemi halmaznak kivalasztottuk m db részhalmazat gy, hogy barmely két részhalmaz
metszete iires, akkor m < n.

11. Mutassuk meg, ha egy n elemi halmaznak kivalasztottuk m db részhalmazat gy, hogy barmely két részhalmaz
unidja kiadja az alaphalmazt, akkor m < n.

12. Mutassuk meg, ha egy n elemid halmaznak kivalasztottuk m db részhalmazat tgy, hogy ezek egyike sem
részhalmaza valamely masik kett6 uniojanak, akkor m < n.
Roka Sandor



