A cikk elss részéberl] osszefoglaltuk a mérések megtervezésével, a mérési adatok gyiijtésével, tablazatba foglalasaval
és grafikus dbréazolasaval kapcsolatos legfontosabb ismereteket. Megmutattuk, hogyan lehet a t&bbszor megismételt
mérés eredmeényeinek ,szorasabol” (statisztikus ingadozésabol) a mérés pontossagara kovetkeztetni. Most a mérési
adatok tovabbi feldolgozasaval, a mérés  kiértékelésével” foglalkozunk.

Az eljarast ugyanazon a konkrét mérési feladaton, a Nagykanizsai Nyari Fizikataboi egyik problémajan mutatjuk
be, amelyet az els6 részben is idéztiink: egy nagymeéretd (R = 40 cm sugara) nehéz karikabol fizikai ingat készitettiink,
és mértiik a sajat stkjaban kis lengéseket végz6 inga T lengésidejét a felfiiggesztési pont és a kdzéppont = tavolsaganak
fliggvényében. A mérési adatokat és azok becsiilt hibajat a tdbldzat tartalmazza.

x [em] 20 30 40 50 60 70
Tanag [s]  [2,05[1,83[1,79[1,81[1,87 (1,94
ATseyzet [s] 10,0210,020,010,02 0,01 | 0,01

Tegyiik fel, hogy a mérést végzs ismeri (vagy a fliggvénytablazatbol ki tudja keresni) a fizikai inga lengésidejét

megado
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képletet, ahol © az inganak a felfiiggesztési pontjara vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka, s pedig a témegkdzéppont-
janak és a felfiiggesztési pontnak a tavolsaga. Jelen esetben s = x, © pedig az Gn. Steiner-tétel szerint (amely szintén
megtalalhato a képletgyiijteményekben) ©¢ + ma?, ahol Qg a témegkozéppontra (a karika k6zéppontjara) vonatkoz-
tatott tehetetlenségi nyomatéka, azaz jo kozelitéssel mR?. Ezek szerint a lengések T periodusideje és az x tavolsag
kozott fenn kell alljon a
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Osszefiiggés.

Ennyi elméleti ismeret birtokaban kittzhetjik magunk elé pl. azt a célt, hogy a mérési adatokbol hatarozzuk
meg a nehézségi gyorsulas (vagyis g) nagysagat a mérés helyszinén. (Igaz ugyan, hogy g ismert 9,81 m/s*-os értéke
megtalalhato a tablazatokban, de attol mi még leellendrizhetjiik, hogy valoban annyi-e!)

Hogyan lehet a fenti gy6kos formulabol és a mérési adatokbol g-t meghatarozni, s a kiszamitott (tehat kozvetett
uton megmért) g-nek mennyi a mérési hibaja? Erre tobbféle modszer is megadhatd, de talan a legegyszertibb a gra-
fikus modszer. Alakitsuk &t a fenti képletet olymoédon, hogy két | alkalmasan valasztott | mennyiség kozott egyenes
aranyossag (vagyis lineéris fliggvénykapcsolat) alljon fenn:
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Lathato, hogy a mérési adatokbol kiszamithato T2, illetve (R?/x + ) mennyiségek egyenesen aranyosak egymassal, s
az ardnyossagi tényez6 nagysagabol ki tudjuk szamitani a g nehézségi gyorsulast is. Abrazoljuk tehat 7°-t (R2 /T +x)
fiiggvényében, s a mérési adatoknak megfeleld pontokra illessziink egy | az origén is dtmend | egyenest. Az dbrdn a
szemiinknek ,legjobban tetsz&” egyenest folytonos vonallal rajzoltuk, szaggatottan pedig azt a két egyenest, amelyiknél
érzéslink szerint nem lehet meredekebb, illetve laposabb a keresett linearis fiiggvény. (Léteznek a szemmeértéknél
S2udomanyosabb” egyenes-illesztési modszerek is, példaul a zsebszamologépek némelyike altal is ismert Gauss-féle
segkisebb négyzetek modszere”, ezekkel azonban ebben a cikkben nem foglalkozunk.) Az abrarol leolvashatjuk, hogy
a 47%/g meredekség 4,1 £ 0,1 (SI egységekben, vagyis s>/m-ben mérve), ahonnan g ,mért értéke” 9,6 m/s?, a hibaja
pedig 0,25 m/s?.

Termeészetesen azt is megtehettiik volna, hogy a lengésids képletébdl kifejezziik g-t T' és x segitségével, majd minden
egyes adatparra kiszamitjuk a nekik megfelel6 g-t, és ezek szamtani kozepét tekintjiikk g mért értékének. Ezzel az
eljarassal azonban lemondtunk volna az adatok attekinthetd abrazolasardl, ami pl. a feltételezett fiiggvénykapcsolattol
valo esetleges eltérés konnyi felismerését teszi lehetGvé. (Meg kell jegyezziik azonban, hogy a modern szamitégépes
meéréskiértékelési eljarasok grafikus abréazolas nélkil is miikodsképesek, hatékonyak lehetnek.)

Mi a helyzet olyankor, amikor valahonnan tudjuk (vagy legalabb sejtjiik), hogy két mennyiség hatvanyfiiggvény
kapcsolatban all egymassal: y = A - 2", ahol A és n szdmunkra ismeretlen, meghatarozandé allandok. Régebben alta-
laban gy jartak el, hogy x-t és y-t ugynevezett log—log papiron (logaritmikusan eltorzitott skalaju milliméterpapiron)
abrazoltak, s ott illesztettek egyenest a mérési pontokra. Manapsag, amikor szinte minden didknak van zsebszamologé-
pe, kénnyen ki tudjuk szamitani a mérési adatokbol az Y = logy és a X = logx mennyiségeket, s mivel a feltételezett
hatvanyviselkedésnek az Y = n - X + log A linearis fiiggvény felel meg, visszavezettiik a feladatot hagyoményos mil-
liméterpapiron elvégezhets egyenesillesztési probléméra. Az egyenes meredeksége megszabja az n hatvénykitevét, az

Lasd lapunk miult havi szaméaban
2lasd még lapunk 503. oldalan



X = 0-nak megfelels tengelymetszet pedig log A-t. Ezt a modszert (amely a log-log papiros dbréazolassal egyenérté-
ki) azért érdemes megtanulni, mert nem csak hatvany-, hanem szinte tetszéleges alaku fiiggvényre alkalmazhato. Ha
példaul tudjuk, hogy két mérhets mennyiség, y és x kozott

y = A{EQ . efB/x
alaku a kapcsolat, csak éppen az A és B mennyiségeket nem ismerjiik, akkor a
log(y/2?) = log A— B - (1/x)

osszefiiggésbol azt is tudjuk, hogy Y = log(y/x?) és X = 1/x kozott linearis a kapcsolat, s az Y-X sikon illesztett
egyenes adataibol le tudjuk olvasni A-t és B-t.

Emlitést kell még tenniink a hibaszamitas egyik fontos probléméjarol, a hiba ,,6roklédésének”; a hiba terjedésének
szabalyairol. A korabban elemzett fizikai ingés probléménal a grafikonra illesztett egyenes k meredekségét (SI egysé-
gekben) 4,1-nek talaltuk, s a hibajat £0,1-nek becsiiltiik. Ilyenkor azt is szoktak mondani, hogy a meredekség relativ

)

hibaja i1 ~ 0,025, azaz 2,5 % nagysagrendd. Mi kovetkezik ebbdl a meredekség reciprolaval ardnyos g mennyiség

)

pontossagara? Megtehetjiik azt, hogy behelyettesitjiik a g = 472 /k képletbe a meredekség két szélsGséges értékét (te-
hat a grafikon altal még elfogadhatonak tartott legkisebb, illetve legnagyobb k szamot), s ezek meghatarozzék annak
az intervallumnak a hatarait, amelyben az ,igazi” g benne kell legyen.

A fenti (direkt) modszer elvileg egyszert, nem igényli a fels6bb matematika (differencialszamitas) ismeretét, de
meglehetGsen idGigényes. Azok kedvéért, akik mar megismerkedtek a derivalt fiiggvény fogalmaval, megadjuk az ,egy-
szertibb” receptet is. Ha egy y(z) fliggvény fiiggetlen valtozojat egy kicsiny Az értékkel megvaltoztatjuk (x mért fizikai
mennyiségnek legyen Az a mérési hibaja), akkor a bel6le kiszamithaté y mennyiség megvaltozasa (mérési hibaja) jo
kozelitéssel

Ay = f'(z) - Az,

ahol az f'(x) derivaltat a mért (névleges) = értéknél kell képezni. Az y mennyiség abszoltt hibaja tehat
[Ay| = |f'(z)] - |Az]

nagysagrendi. Ha példaul y = Az", akkor |Ay| = Az"~!.|Az|, ami a relativ hibak nyelvén sokkal egyszertibb képletbe
megy at:
AY B

T

[n]

azaz n-edik hatvanyozasnal a relativ hiba |n|-szeresére novekszik. A fizikai inga problémé&janal g a meredekség (—1)-
edik hatvanyaval ardnyos, tehat a relativ hib4ja megegyezik a meredekség 2,5 szazalékos relativ hibajaval: ¢ = 9,6 -
(140,025) = 9,6 + 0,25 m/s>.

Kicsit bonyolultabb eset az, amikor egy | a mérési adatokbol kiszamitott | y mennyiséget két kiilonb6z6 (s mondjuk
egymastol fiiggetleniil mért) adatbol (pontosabban adatsor atlagabol) kapjuk meg. Gondoljunk példaul arra, hogy
megmeérjiik egy | hossziisagi (matematikainak tekinthet6) inga T lengésidejét, s a T = 2m/1/g képletbsl akarjuk
meghatarozni a nehézségi gyorsulds szamértékét. Termeészetesen [-et is és T-t is tObbszor mérjik, s az atlagolt -
ekbdl és atlagolt T-kbdl szamitjuk ki g névleges értékét. Vajon milyen pontos lesz ez a g, ha l-et Al, T-t pedig AT
pontossaggal ismerjik? Most is megtehetjiik azt, hogy zsebszamologéppel kiszdmitjuk a legnagyobb elképzelhets (a
mérés pontossiga alapjan még elfogadhato) l-hez és a hasonlo értelemben vett lehet6 legkisebb T-hez tartoz6 g-t,
illetve forditva, a masik irdnyban menve el a legszélsGségesebb esetig, s ezekbdl leolvassuk g mérési hibahatarait. Van
azonban egyszertibb ut is! Mivel g = 47%-1-T 72, a keresett g-nek [ bizonytalansagabol adodoé relativ hibaja megegyezik
[ relativ hibajaval, T bizonytalansagabol adodoé relativ hiba pedig az idémérés relativ hibajanak kétszerese. Ha példaul
az inga hosszat 3 % pontossaggal ismerjiik, az id6t pedig 2 % pontossaggal tudjuk mérni, akkor az egyik ok miatt 3
szazalék, a masik miatt pedig 4 szézalék lesz g relativ bizonytalansidga. Azt gondolhatnank, hogy ilyenkor a mérés teljes
hibajat 7 %-osnak vehetjiik, ez azonban nem igaz! Nagyon valosziniitlen, hogy a kétféle mérés pontatlansdga mindig
egymaést er6sitve jelentkezne, az esetek szamottevd részében  segitenek egymason”, a hibak részben kiejtik egymaést.
Ennek az a kovetkezménye, hogy az egymastol fliggetlen hibaforrasokbodl szarmazoé relativ hibak nem adédnak siman
Ossze, hanem a Pitagorasz-tételre emlékeztetd modon négyzetesen tevédnek Gssze. Az el6z6 szampéldaban tehat a 3
és 4 szazalékos relativ hiba egyiittes hatasa csupan /32 + 42 = 5 szazalék! Mivel azonban a mérés kiértékelésénél
ugyis csak a hibdk nagysdagrendjét adjuk meg, nem pedig azok pontos értékét, nem kdvetiink el nagy hanyagsagot, ha
a tobb hibaforras egyiittes hatasat az egyes relativ hibdk algebrai Gsszegével, vagy még egyszeriibben, a legnagyobb
hibatényez6 nagysagrendjével kozelitjiik.

Kiilon megfontolast igényel az az eset, amikor a mérési adatokbol szamitott végeredmény két, kozel egyforma
nagysagu mennyiség kiilonbségeként &ll els. Ilyenkor az eredmény relativ hibaja (a kicsiny nevezd miatt) lényegesen
nagyobb lehet, mint a kézvetleniil mért adatok relativ hibaja. A fizika torténetének legpontosabb mérései olyan 6t-
letekbdl sziilettek, amelyek valamilyen médon lehet6vé tették kicsiny mennyiségek kézvetlen mérését. Ectvos Lorand
példaul nem gy mérte meg 8 jegy pontossaggal a silyos és tehetetlen tomeg kozotti esetleges kicsiny kiilonbség



nagysagat (pontosabban azt a hatart, aminél biztosan nem lehet nagyobb ez a kiilonbség), hogy 8 jegy pontossaggal
megmeérte volna mindkét tipusd témeget, hogy kivonja azokat egymasboél, hanem olyan mérési elrendezést talalt, amely
magara a tomegkiilonbségre érzékeny, kozvetleniil azt méri. Hasonldé modszerrel, tehat kozvetleniil a kiilonbséget mérve
hataroztak meg a hidrogénatom két kozeli allapota kozotti energiakiilonbséget. Ez az tugynevezett hiperfinom atmenet,
amely soran kibocsatott fény frekvenciaja 1420,405 751 782 MHz-nek adodott. A mérés relativ hibaja +1,2 - 10712; ez
a fizika (s6t, a természettudomanyok) torténetében mindezideig a legpontosabb mérés a vilagon!

(G.P.)

x[cm] 20 | 30 | 4 | 50 | 60 | 70

Taig 9| 205 | 183 | 179 | 181 | 187 | 1,94

AT s 002 | 0,02 | 001 | 0,02 | 0,01 | 0,01

négyzetes [
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