Szeptemberben ,egymaés kezét fogtdk” a kiralyok, hosszu kort alkotvall Egy ilyen lancnal sziikséges feltétel, hogy
semelyik 2 x 2-es négyzetben se legyen 2-nél tobb kirély, hiszen ha lenne 3 kirdly egy 2 x 2-es négyzetben, akkor azok
péaronként szomszédosak lennének, egy haromszoget képeznének, ami nem lehetne egy hosszabb kor része.

Vajon legfeljebb hany figura tehet6 fel egy sakktabla mez6ire, ha mindegyik 2 x 2-es négyzetbe pontosan 2 figura
keriilhet? Az erre a kérdésre adott valasz fels6 korlatja a ,kiralyi kor” hosszanak. A 8 x 8-as sakktablan ilyen felsé korlat
a 32, hiszen felbonthaté 16 paronként diszjunkt 2 x 2-es négyzetre. Masrészt a sakktabla szokasos pepita szinezését
hasznalva pl. a vilagos mezdkre egy-egy figurat feltehetiink, tehat a 32-es hatar éles. Természetesen nem kovetkezik
mindebbdl, hogy léteznie kellene 32 hosszu ,kiralyi kérnek”, s6t tudjuk, hogy nincs is ilyen.*

Erdekes azonban a fenti kérdés altalanosabb formaja.

1.Legfeljebb hény figura helyezhets el egy n x n-es sakktéblara, ha barmelyik &k x k-as négyzetben (k < n) pontosan i
figuranak kell allnia?

Nyilvan az n = 8, k = i = 2 esethez hasonloan egyszeri a kérdés, ha k | n, azaz n = ak alaku. Az biztos, hogy

2
(%) i = a%i-nél tobbet nem lehet feltenni.

De vajon elhelyezhetG-e ennyi? Az n x n-es sakktablan (n — k +1)? szamu k x k-s négyzet van. Ezek mindegyikébe
pontosan i figurat kellene elhelyezniink. Probaljuk meg kis n-re, k-ra a babukat {igyesen letenni! ElGszor nehéznek
tinik a konstrukci6. De ha a szényeg vagy a tapéta periodikusan ismétl6dé mintéira gondolunk, hamar rajohetiink,
elég pl. a bal fels§ sarokban 1év6 k X k-s négyzetbe i figurat tetsz6legesen elhelyezni, majd ezt k-asdval jobbra is, lefelé
is ismételni. Ezzel az n = ak esetet elintéztiik.

Tegyiik fel, hogy n = ak + b, ahol 1 < b < k. Vilagos, hogy minden ak x ak-s négyzetben a?i figuranak kell
allnia, igy pl. a jobb alsé ak x ak-s négyzetben is. Azt kell elérniink, hogy az ebbdl kimaradé részen (a peremen) a
lehet6 legtobb figura legyen. Ezért elGszor is a bal fels6 b x b-s négyzetbe annyi figurat helyeziink, amennyit csak lehet
(legfeljebb i-t). Ha i > b?, akkor tovabbi figurdkat helyezhetiink el a perem és a bal fels6 k x k-s négyzet kozos részébe
— természetesen a mar betoltott b x b-s részen kiviil (1. dbra). Ebbe a két b x (k — b)-s téglalapba helyezziik a figurakat,
amig fér. A maradék (ha van) jut a k x k-s négyzet (k — b) x (k — b)-s részébe. Az igy konstrualt bal fels§ k x k-s
négyzetbeli kitoltés-mintat periodikusan ismételve egy maximalis sok babot tartalmazé n x n-es négyzetet kapunk.
(Gondoljuk meg, miért lesz ekkor minden k x k-s négyzetben pontosan i darab figural)

A maximum értéke:

(a+1)*-ihai < b%a® i+ (2a+1)-b*+a(i—b)> = (a+1)-(a-i+b*)had* <i<k*—(k—b)’esa’ i+ (2n—b) bha
i>k*— (k—b)2.

Tobb iranyban lehet tovabb vizsgalodni. Ha megengedjiik, hogy a sakktabla téglalap alaki legyen, akkor a fentihez

teljesen hasonlo meggondolas adja a kovetkezs eredményt: Ha a téglalap n xm-es,n = a-k+b (1 <b < k), m =c-k+d
(1 <d< k), n>m,akkor a maximum értéke

(a4+1)-(c+1)-3hai<b-da-(c+1)-i+(c+1)-b-dhab-d<i<k-d,
(mert a figurakat téglalap esetén inkabb a hosszabb oldal melletti ,peremre” érdemes helyezni).

a-c-i+n-d+c-(i—dk—>b)hak-d<i<k(b+d) —b-désa-c-i+n-d+m-b—0bdhai>k(b+d) —bd

Felvethet$ a minimum keresésének kérdése. Az erre adhatd valasz azonban kévetkezik a fentiekbdl, hiszen minden
i-hez tartoz6 maximaélis jo figuraelhelyezés ,komplementere” egy (k2 — 1)-hez tartoz6 minimalis minta.

Csavarjuk most fel a téglalapot egy hengerre! Igy csak alul és foliil lesz ,pereme”. Egyaltalan lehetséges-e gy
figurakat felhelyezni a hengerre, hogy minden k X k-s négyzetben ugyanannyi bab legyen? Ha igen, legfeljebb mennyit?

Ha pl. a henger legfelss részén egy k x k-s négyzetet egyesével korbeléptetiink, akkor észrevehetjiik, hogy a k x 1-es
oszlopokban 1évé figurdk szama k periédusonként ismétlédik. Amikor az ,utolsd” oszlophoz ériink, a felcsavaras miatt
az els6vel folytatjuk. Ha p = (n;k) = (b;k) az n és k legnagyobb kozds osztdja, akkor az oszlopokban &llo figurak

k
szamanak sorozata p szerint periodikus kell legyen. Ebb6l azonnal kovetkezik egy sziikséges feltétel i-re: — | .
p

A hengeren, ha egy k x p-s téglalapban tetszGlegesen % figurat helyeziink el, majd ezt ismételjiikk mindkét

iranyban, akkor a ,szényegminta” a hengeren zarodik. A sziikséges k | i - p feltétel tehat elégséges is.
A maximum értéke:

n~(c+1)~%,haigd-k,n-d+n~c~%,hai>d'k,

ismét optiméalisan kihasznélva a henger also (vagy fels6) peremét.

Hogyan kaphatnank egy perem nélkiili esetet, amikor minden mez§ ,egyenrang”? Hajtsuk Gssze a sakktablankat
torussza! (Mintha mentGovet alakitanank ki egy n x m-es téglalapbol.)

Gondolkozzunk el a tovabbi probléméakon:

1d. a Kiréalyok korei c. cikket az 1995/6. sz. 338. oldalan.



2.Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egyaltalan létezzen egy ,egyenletes” figuraelhelyezés a toroidélis
sakktablan?

3.A torusznak nincs pereme. Vajon igaz-e, hogy minden olyan elrendezés, amelynél barmely k X k-s négyzetbe i darab
babu keriil, ugyanannyi figurat hasznal fel?

Eddig arra torekedtiink, hogy ,lokalisan kiegyensulyozott” babufelrakasnéal elérjiik a figurdk szdmanak maximumaét.
Engedjiink a feltételbdl, illetve modositsuk azt.

4.Adott n, m és k. Legyen 1 < i < j < k?. Mennyi a tablara helyezhets figurak szamanak maximuma, ha minden
k x k-s négyzetbe legalabb i és legfeljebb j babut tehetiink?

5.Adott n, m és k-ra milyen (4; j) szamparra létezik olyan babufelallitas, amikor mindegyik k& X k-s négyzetben vagy
pontosan i, vagy pontosan j darab figura van, és létezik legalabb egy olyan k X k-s négyzet, amiben ¢ darab van, és
olyan is, amiben j darab van.

6.Vajon mikor létezhet az n x m-es sakktablan olyan elrendezés, hogy minden k£ X k-s négyzetben mas-mas szamu
figura legyen?

7.Létezik-e olyan alkalmas n, m és k, hogy az n x m-es téglalap k£ x k-s négyzeteiben éppen rendre

a)l, 2, 3, 4, ..., 1995

b)1, 2, 3, 4, ..., 1

babu alljon? (2. dbra)

(A 2. abraazn=m =8, k=6, =9 esetre mutat két megoldast; a baloldali a minimalis 9, a jobb pedig 13
babuval. Mennyi a maximum ebben az esetben?)

*

A cikkhez a hozzdszdldsokat, a feladatok megolddsait (nemcsak a versenyzdktél) a szerkesztség cimén vdrja a
szerzd. A boritékra irjdk ra: ,Figurdk a sakktdbldan”.
Blazsik Zoltan
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