(A versenyrdl szeptemberi szamunk 344.—-346. oldalan olvashatnak.)

A feladatokat Andrés Szilard (Csikszereda) Bencze Mihaly (Brasso), Benedek Ilona (Vac), Bogdan Zoltan (Ceg-
léd), Csorba Ferenc (Gyor), Katz Sandor (Bonyhad), Kiss Sandor (Nyiregyhaza), Kovacs Béla (Szatméarnémeti), Olah
Gyorgy (Révkomarom), Szabdé Magdolna (Szabadka) és Weszely Tibor (Marosvasarhely) tanarok javaslataibol allitot-
tak Ossze.

I. osztaly

1. A mellékelt 3 x 3-as biivos négyzetben minden sorban, minden oszlopban és mindkét atloban ugyanannyi a
szamok Osszege. Hatérozzuk meg a hianyzo szamokat!
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2. Egy haromszog oldalai: a, b, c; egy masik haromszogéi: p, g, r. Bizonyitsuk be, hogy ezekre érvényes a kdvetkezs
egyenl6tlenség:

(a+1)2+b-—1)°4(c+1)2=2(ap+bg+ecr)>6—(p+1)* = (¢—1)* = (r+1)>2

3. Az ABCD téglalap koré irt korének C-t nem tartalmazdé AB ivén vegyiink fel egy tetszéleges P pontot. P-bdl
az AC, ill. BD atlokra allitott meréleges talppontja legyen L, ill. M.
Bizonyitsuk be, hogy az LM szakasz hossza nem fiigg a P pont helyzetétdl!

4. Egy 9 x 9-es tablazat mezGire rairjuk tetszéleges sorrendben az 1, 2, ..., 81 szamokat. Bizonyitsuk be, hogy
barmely elrendezés esetén talalhato két olyan szomszédos mezs, amelyeken levd szamok kiilonbsége legalabb 6. (Két
mezd akkor szomszédos, ha van kozos oldaluk).

5. Bizonyitsuk be, hogy 1995 + 4199 Gsszetett szam!

6. Allitsuk el6 az Osszes olyan x, y racionalis szamot, amelyek kielégitik a kovetkezd egyenletet:

32% — bz 4+ 9 =¢%

II. osztaly

1. Egy n X n-es tdblazat minden mez&jére rairjuk az 1, 2, 3 szamok valamelyikét. Ki lehet-e tolteni a tablazatot
gy, hogy a sorokban, az oszlopokban és a két atléban levs szamok Gsszege mind kiilonbozs legyen?

2. Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ 3-nal nagyobb primszamok, akkor
PP+ 7¢° —23

nem primszam.

3. Az ABC haromszog C csucsanél derékszog van. A B-bdl induld szogfelezs az AC befogdt a P, a haromszog
koré irt kort a @ pontban metszi. Mekkorak a haromszog szogei, ha

BP = 2PQ?

4. Bizonyitsuk be, hogy minden z valos szamhoz létezik olyan y valos szam, hogy az (x;y) szdmpar megoldésa az
Py -2t oyt vty dayt —r—y+1=0
egyenletnek!

5. Legyen M a hegyesszogi ABC haromszog AD magassaganak egy belsé pontja, és legyen A; a haromszog koré
irt kor A végpontu atmérsjének méasik végpontja. Az A-bol az A1 M egyenesre emelt meréleges a BC' egyenest Ap-ban
metszi; az M-bol AC-re, ill. AB-re allitott mer6legesek talppontjait jelolje By, ill. Cy. Bizonyitsuk be, hogy Ag, By,
Cp egy egyenesen vannak.

6. Hatarozzuk meg azt az f fiiggvényt, amely
a) minden nemnegativ egészhez nemnegativ egész szamot rendel hozza, kiilonb6z6 egészekhez killonb6z6 egészeket;
b) minden nemnegativ egész n-re kielégiti az

(n+1)2n+1)
6

PO + P 4+ Py < 2



egyenlétlenséget. (f*(z) = f(z) - f()).
II1. osztaly

1. Az AB =1 atmérdji féelkorbe olyan ABCD trapézt szerkesztettiink, amely érinténégyszog is. Mekkora a trapéz
két szara?

2. Az e élhosszusdga ABCDA' B'C' D’ kocka egy lapja az ABCD négyzet; az AA', BB', CC’', DD’ élek parhu-
zamosak. Mekkora az ADCD’ és a BCDC' derékszogi tetraéderek kozos részét képezd test felszine és térfogata?

3. Bizonyitsuk be, hogy

2) o 2bc o 2ca ‘o 2ab >3
gab+c gbc+a gca+b_7
ha 0 < a, b, ¢ < 1.
b b
b) ]‘Oga,j +10gb cra +10gc ot 237
2 2 2
haa, b, c> 1.

Milyen esetben all fenn az egyenl&ség?

4. Egy sakkbajnoksdgon mindenki mindenkivel jatszott. GyGzelemért 1, dontetlenért 1/2, vereségért 0 pont jart.
A bajnoksag végén kideriilt, hogy minden résztvevs pontszamanak felét az utolsé harom helyezett elleni jatszmakban
szerezte. Hany résztvevGje volt a versenynek?

5. Hatarozzuk meg azokat az x, y, z, t valés szamokat, amelyek kielégitik a kdvetkezd egyenletet:

P4yl l=t+Vrty+z—t

6. Hatarozzuk meg azt a valés szdmok halmazéan értelmezett valos értékd f fliggvényt, amely minden valés z-re
kielégiti az
(f(x))g—‘r(,’E2+{E4+"'+5L‘2n)f($)=2$3+$5+$7+"'+$2n+1
egyenletet (n > 1 rogzitett egész).

IV. osztaly

1. Az A cstcsi a hegyesszog szogtartomanyaban vegylink fel egy tetszés szerinti P pontot. Ennek merdleges
vetiilete a szogszarakon legyen B, illetve C. Bizonyitsuk be, hogy

BC
AP

= sin a.

2. Az ABCD konvex négyszog atloi az O pontban metszik egymést. Mutassuk meg, hogy az
AB? + BC? + CD? + DA? =2 (AO? + BO? + CO? + DO?)
egyenldség akkor és csakis akkor teljesiil, ha vagy az atlok merélegesek, vagy pedig O felezi valamelyik atlét.

3. Adott az {a1,as,...,a,} pozitiv szamokbol all6 halmaz. Irjuk fel minden nem iires részhalmazaban a sza-
mok Osszegét. Igazoljuk, hogy az igy felirt szamokat n csoportba tudjuk osztani tgy, hogy az egyes csoportokban a
legnagyobb és legkisebb szam hanyadosa nem nagyobb 2-nél!

4. Bizonyitsuk be, hogy ha x és y olyan pozitiv egészek, amelyekre
20° +x =3y* +y
teljesiil, akkor © — y, 22 + 2y + 1 és 3z + 3y + 1 is négyzetszamok.

5. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan f fliggvényt, amely az egész szdmok halmazan van értelmezve és értéke is egész,
és minden z egészre eleget tesz a kovetkezG egyenletnek:

3F(f(x) = 2f(a) + .



6. Fibonacci-sorozatnak nevezzikk az Fy = 1, F = 1, F,, = F,,_1+ F,,—2 (n > 3) kikotésekkel értelmezett sorozatot.
Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < p < n, akkor az

Fopi1 +Fopig+ -+ Fopyq

és
Fop + Fopio + -+ + Fop

szamok nem lehetnek a Fibonacci-sorozat tagjai.



