A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Ifjasagi Matematikai Korében 1995. februar 17-én elhangzott eladéas.

A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok 1935. februar 15-1 szamaban egy kis cikk jelent meg; ez elsének kozolt
egy azoOta sokat emlegetett geometriai tételt, amelyet Erdds—Mordell tételnek (vagy egyenldtlenségnek) szokas nevezni.
A tétel maga Erdgs Paltol szarmazik, a kozolt megoldas pedig L. J. Mordelltsl. Erdss egyenlStlenségét feladatként
tiizte ki a nagyon népszert amerikai folydiratban, az American Mathematical Monthlyban (a feladat itt valamivel
kés6bb jelent meg, mint nalunk), megoldasait azonban csak 1937-ben kozolték; ezek egyike Mordell lapunkban k6z6lt
megoldéasaval azonos.

E tétel bizonyitasaival, alkalmazésaival, dltalanositasaival mindmaig sokan foglalkoztak; a vele kapcsolatos irodalom
méar koteteket toltene meg. Bebizonyosodott ugyanis, hogy ez az egyenl6tlenség valami médon kapcsolatban van a
haromszoggeometria legtobb nevezetes egyenl6tlenségével; szadmos altaldnositasi lehetGséget rejt magaban, amik szinte
vég nélkiil folytathatok.

Elsadasunk keretében az alkalmazasokon tul éppen azt szeretnénk megmutatni, hogy milyen gondolatokat éb-
resztett ez a tétel, és milyen irdnya altalanositasai sziilettek. Természetesen nem toreksziink arra, hogy minden, e
téméban felmeriilt és kutatott teriiletet bemutassunk, csupan néhany jellegzetes, elemi eszkozokkel is megkozelithetd
problémakdrre hivjuk fel a figyelmet.

I. A tétel a kovetkezS: Legyen P az A1 As Az hdromszdg belsd pontja; legyen tovdbbd P tdvolsdga a csiucsoktol rendre
Ry, Ra, Rs, az AxAs, AsAy, A1 As oldalegyenesektdl pedig rendre 1, ro, r3. Ezek kozott fenndll az

(1) Ry + Rs+ R3 > 2(7‘1 +ro + 7‘3)

egyenldtlenség. Egyenldség akkor és csakis akkor teljesil, ha A1 Ay As szabdlyos hdromszdg és P a kézéppontja (1. dbra).

Vagy roviden: a hdromszog egy bels6é pontjanak a cstcsoktol mért tavolsagosszege legalabb kétszerese az oldalegye-
nesektSl mért tavolsagdsszegének.

A tétel kiilonb6z6 bizonyitasai megtalalhatok az irodalomjegyzékben megadott kdnyvekben, ahol csak a magyar
nyelven hozzaférhetSket soroltuk fel; e bizonyitasok koziil mutatunk be egyet.

ElGszor egy segédtételt igazolunk: ha a haromszogben Ay As = a, AsA; = b, A;As = ¢, akkor

(2) aRy > brs+cre, bRy >cri +ars, cRs>ary+ bry.

Elegendd ezek koziil pl. az els6nek a bizonyitasa, a tobbié teljesen hasonlé médon torténhet. Legyen Ag, ill. Aj
tiikkorképe az A;-bdl indulo szoglelez6re Aj, ill. A% (2. dbra); az Ay AL AL haromszog oldalai igy A; A = ¢, ALAL = a,
AL Ay = b; legyen ennek A;-hez tartozo magassaga m és a P-bol A5 As-re emelt merdleges r}. Ha P az A} Al egyenesen
van, akkor 7} = 0, ha viszont az A; A, A% haromszogon kiviil van, r}-t negativ elGjellel vessziik.

(3) m < Ry + 1],

hiszen m az A; tavolsiga az Aj A} egyenestdl; (3) nyilvan teljesiil akkor is, ha r] < 0. Szorozzuk meg (3) mindkét
oldalat a-val:

(4) am < aRy + arl,

itt am az A; A} A}, kétszeres teriiletével egyenls. Ugyanezt kapjuk az A5 P A%, AL PA; és Ay PA), haromszogek kétszeres
(elGjeles) teriileteinek az Gsszegezésével:
am = ary + brs + cra.

Helyettesitsiik ezt (4) bal oldalaba:
ary +brs + cra < aRy + ary,

mindkét oldalbol arj-t kivonva a bizonyitandot kapjuk, amit a segédtételben szerepls egyenlStlenségekkel egyiitt
atalakitva irunk fel:

b c c a a b
Ry > —-r3+-ry, Ro>-ri+5r3, R3>-—ro+-71.
a a b b c c

Ezeket 0sszegezve kapjuk:

c b c a b a
> (242 ~ 4= -+ = )
(5) R1+R2+R3_<b+c>r1+(a+0)r2+<a+b>r3
Mivel pl.
c b
6 S l>0
(6) ;o2

ezért (5)-bol kozvetleniil kovetkezik a bizonyitando (1).
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EgyenlGség (1)-ben akkor és csakis akkor allhat, ha ez a (6) és (3) tipusu egyenlGtlenségekre is teljesiil, azaz
a = b = ¢ (a haromszog szabalyos) és P rajta van minden magassagvonalon, azaz a haromszog kézéppontja.

A tételre adott bizonyitasok nagy része bizonyos mértékig ,finomitja” a tétel allitasat, ez azt jelenti, hogy (1) két
oldala kozé olyan mennyiséget iktat be, ami (1) bal oldalat jobban kozeliti, mint 2(r; + 172 4 73) és jobb oldalat jobban
kozeliti, mint Ry + Ry + Rs. Ebb6l a szempontbol el6bbi bizonyitasunk is tartalmaz finomitést, hiszen az (5) jobb
oldalan allo kifejezés (1) két oldala kozé iktatodott be.

Vagy:

Ri+ Ro+ Rz > 2(w1 +wa +ws) > 2(r1 + 72 +73),

ahol wy,wq, ws rendre az AyPAs, AsPA;, A1 PAs haromszogek P-bél induld szogfelezGinek hossza. A bal oldali
egyenlStlenségbdl nyilvan kovetkezik a jobb oldali, hiszen w; > r; (i = 1,2, 3) (Ennek bizonyitasa pl. [4]-ben.)

II. Nézziik most (1) néhany kovetkezményét. Erdekes eseteket kapunk, ha P a haromszog valamelyik nevezetes
pontjaval esik egybe.

1. Legyen P a hegyesszogi haromszog koré irt kirének a kozéppontja. Ebben az esetben Ry = Ry = R3 = R (a
koré irt kor sugara); 11 = Rcosa, 1o = Rcos 3, r3 = Rcos+y. Ezekre alkalmazva (1)-et kapjuk, hogy

3R > 2R(cosa + cos B + cos7y),

amibdl a nevezetes koszinusz-egyenldtlenség adodik (hegyesszogl haromszogre):

3
cosa + cos B 4 cosy < 3
Ha viszont a jol ismert
ritregtrz=r+R
osszefiiggest (1. pl. [4]-et) helyettesitjiik (1)-be (r a beirt kor sugara), a

3R>2r+2R, R>2r

egyenl6tlenséget, az Un. sugdregyenldtlenséget kapjuk; egyenl@ség itt is csak a szabalyos haromszog esetén all fenn.
2. Ha P a beirt kor kézéppontja, tehat rajta van mindegyik szogfelezon, legyen az A;-bél induld f, szogfelezd
végpontja A]. A szogfelez6tételt az Ay Az A3 haromszogre alkalmazva kapjuk, hogy (3. dbra)

ac

A AL = —
R N

majd ugyanezt megismételve az A; A} Ay haromszdgre és annak Ry szogfelezGjére:

cfa (b+c)fa (b+c)fa

R p— p— = .
L= e + ﬁ at+b+ec 2s
Hasonléan: )
Ryt ah Ry (@Dfe
2s 2s

Alkalmazzuk ezekre (1)-et:
1
25 (0t fat(cta)fo+ (atb)fe) = 6r,

s mivel rs =t (a haromszog teriilete),
(b+c)fat+ (ct+a)fo+ (a+b)fe = 12¢

ez a haromszog oldalai, szogfelez6i és teriilete kozott ad meg Osszefliggést.
Ha viszont a 3. dbra alakzatarol az

T T T
Ri=—F%, Ro=—F5, R3=_—
sin § sin 5 sin 3

Osszefiiggést olvassuk le és erre alkalmazzuk (1)-et, az

r r r
— 3 — >2-3r =6r,
S bl Ssin 5 S 2
1 1 1
>6
. g . 6 . l -
S 2 sin 5 S 2

ismert Gsszefiiggés adodik.



3. Nevezetes egyenlGtlenség a kovetkezs: ha P a hdaromsziog tetszdleges belsd pontja, akkor
(7) R+ Ry + R3 > 6r

€s egyenldség csakis a szabdlyos hdromszog kézéppontjdra dll fenn.
Legyen itt is P tavolsaga az oldalaktol rq, ro, r3 és az Ay, As, As csticsokhoz tartozd magassagok rendre myg, my,
mc. Mivel pl. A; tavolsdga a szemkozti oldaltdl mg, mg < Ry + 11 és ebbsl

r1 > mg — Ry, és hasonléan ro > my — Rs, r3 > m. — R3.

(1) alapjan tehat
R1 + R2 + R3 Z 2(T1 + T2 + Tg) Z 2(ma + mp + mc) — 2(R1 + R2 + Rg)

Ebbdl 9
Ry + Rs+ R3 > g(ma —i—mb—i—mc).

2
Ezért (7) bizonyitasahoz elegendd lenne megmutatnunk, hogy g(ma + myp + me) > 6r, azaz

(8) Mg + my + me > 9r.

Ehhez felhasznaljuk, hogy a szamtani és harmonikus kozepek kozotti egyenlStlenségbol

2s at+b+ec 3 1 1 1
= = > 2s(=4+=-4+)>9
3 3 _%+%+ , azaz S(a+b+c)_

ol

2t 2
kovetkezik, tovabba, hogy pl. m, = — = ﬁ, és igy
a a

11 1
ma+mb+mczr-2s(—+—+—> > 9r,
a b ¢

amivel (8)-at és igy (7)-et is bizonyitottuk.

(7) érvényességet egyébként a sik tetszbleges P pontjara is kiterjeszthetjiik. Ehhez vegyiik észre, hogy (1) bizonyi-
tasa — lényegtelen modositassal — akkor is érvényes, ha P a haromszog hataranak egy pontja.

Ha viszont P a sik hdromszogon kiviili pontja, mindig taldlhat6 hozz4 a haromszognek olyan bels6 vagy hatarpontja,
amelynek a cstucsoktol mért tavolsagosszege kisebb, mint a P-hez tartoz6 tavolsdgosszeg, hiszen — mint ismeretes — a
haromszog sikjanak az a pontja, amelyre a csicsoktél mért tavolsdgdsszeg minimalis, a haromszog belsé v. hatarpontja
(az un. izogonalis pont, ill. a tompaszogi csucs).

Ha P a koreé irt kor kézéppontja, (7)-b6l 3R > 6r, azaz R > 2r kovetkezik, ez ismét a sugaregyenlStlenség.

4. Igen egyszerd megoldast adhatunk (1) felhasznalasaval az 1991. évi Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia egy
feladatara:

Legyen P az ABC hdromszég egy belséd pontja. Bizonyitsuk be, hogy a PAB<, PBC<, PCA< mindegyike nem
lehet nagyobb 30°-ndl.

Ha a haromszognek van legalabb 150°-0s szoge, akkor van 30°-osnal kisebb szoge is; az allitas akkor nyilvanvald, a
tovabbiakban ezért ezt az esetet kizarjuk.

Tegyiik fel, hogy az 4llitassal ellentétben a felsorolt szogek mindegyike nagyobb, mint 30°. Ekkor a 4. dbra jeloléseit
hasznalva kapjuk: .

T ) o
R sin a; > sin 30° = 3’
tehat R; < 2r; (i =1, 2, 3).

Ezeket az egyenlGtlenségeket Gsszegezve kapjuk, hogy Ry + Rz + R3 < 2(ry + r2 + 73), ami ellentmond (1)-nek, a

kiindulési indirekt feltevés tehat nem lehet igaz.

ITI. Mivel a haromszoggeometriai tételeknek altalaban megvan a megfelel§je a tetraéderek geometridjaban is,
kézenfekvs (1) megfelelGjét is megkeresni. A szabélyos tetraéder kozéppontjanak a csticsoktol mért tavolsagosszege
éppen haromszorosa a lapoktél mért tavolsdgosszegnek, ezért logikus a kovetkezs sejtés:

Az A1A3A3 A, tetraéder belsé P pontjinak az A; csiucstol mért tdvolsiga R;, az A;-vel szemkézti laptol mért
tavolsdga r;, ezekre

(9) R1+R2+R3+R4Z3(T1+7‘2+T3+T4)

teljestl. Eqyenldség csakis a szabdlyos tetraéder kézéppontjdara dll fenn.

Ez a sejtés egyszertien bizonyithato, ha a lapok teriilete egyenls, (amibsl egyébként a lapok egybevéagosaga is
kovetkezik, ezek az un. egyenld oldald tetraéderek). A bizonyitast ezeknek a tetraédereknek két sajatos tulajdonsagara
alapozzuk:



1. Minden magassdguk egyenld; hiszen a magassag a térfogat haromszorosanak és a magassaghoz tartozé alapte-
riiletnek a hanyadosa, ez viszont minden magassag esetén ugyanakkora.
2. A tetraéder tetszéleges belsd P pontjanak a lapoktol mért tdvolsigisszege a magassdggal egyenld. Ez abbol

tm
kovetkezik, hogy a tetraéder térfogata egyrészt —, ahol ¢ a lapteriilet, masrészt egyenld annak a négy kis tetraédernek

a térfogatosszegével, amelynek a cstcsai P, ill. egy-egy haromszoglap cstcsai; a P-b6l indulé magassag ezeknél rendre

T1, T2, T3, T4 €5 igy . . . . .
m T1 T2 T3 T4

3 3 3 3 3’
amibdgl
m=ry+7ry+1r3+r4.

Mivel A; tavolsaga a szemkozti laptol m (5. dbra),
m<Ri+r, azaz R;>m—r; (i=1, ..., 4),

Ri+Ry+Rs+Rs>4dm—(r1+ro+r3+ry) =3(r1 +ra+7rs+714),

és egyenlGség akkor és csakis akkor allhat, ha P rajta van minden magassagon, tehat létezik a tetraédernek magassag-
pontja, ez viszont az egyenld oldala tetraéderek koziil csakis a szabalyos tetraéderekre teljesiil.

A (9) alatti sejtés azonban nem teljesiil minden tetraéderre. Ezt egy szemléletes példan mutatjuk meg (6. dbra).
Legyenek az A; As A3 Ay tetraéder A; As Az és A1 As Ay lapjai olyan egyenls szaru derékszogi haromszogek, amelyek
atfogoi A1 Ay = V2 és befogoi egységnyiek, AsAy kicsi”, és legyen P az Ay A,y felezépontja (vagy egy ahhoz nagyon
kozeli belsé pont). Erre (jo kozelitéssel)

TH =T~ T3:T4:0,

2 3
ésigy R1 + Ro+ Rs + Ry = 2v2 =8 <9 = 3,71+ 1o+ 13 +714 & 1, ezért (9) bistosan nem teljestil. A fenti példa
egyébként azt az altalanosan elfogadott sejtést indokolja, hogy (9)-ben a minden tetraéderre érvényes allando 2v/2, de
egyenl6ség nem allhat; ennek bizonyitésa azonban (tudtommal) még varat magara.

Az Erdés—Mordell-tétel kiilonosen alkalmas arra, hogy éllitasat sokszdgekre altalanositsuk. Helyettesitsiik benne a
haromszoget konvex n-szoggel, az erre vonatkozo altalanositast Fejes Toth Laszlo mondta ki (1948):

Legyen P az A1 As ... A, konvex sokszdg eqy belsé pontja, és jelolje a P tavolsdgat A;-tél R;, az A; A1 egyenestdl
pedigr; (1=1,2,...,n, Apy1 = A1). Ezekre fenndll az

1
(10) R1+R2+..-+Rn2COSE(T1+T2+...+TH)

egyenldtlenség, és az egyenldség csak a szabdlyos n-szég kozéppontjdra teljesil.
(Ez az allitdas n = 3 esetén éppen (1)-et adja).
Ezt a sejtést H. C. Lenhard bizonyitotta be valamivel altaldnosabban, nem kell ui. kikétni a sokszog konvex voltat,

hanem csupan azt, hogy P-bdl lehessen ldatni a sokszég hatdranak minden pontjat. Tovabb altalanositotta ezt az
eredményt P. Pech (1994) térbeli sokszogekre, ennél P-nek hozza kell tartoznia a sokszog konvex burkdhoz.

IV. Az (1) tovabbi altalanositasai algebrai, ill. fiiggvénytani alakjabol indulnak ki. (1)-et

R+ Ry + R3 >2T1+T2+T3
3 - 3

alakban irva azt jelenti, hogy a csticsoktol mért tavolsigok szdmtani kézepe nem kisebb az oldalaktol mért tavolsdagok
szamtani kozepének a kétszeresénél. Ez adja az otletet, hogy az egyenlGtlenséget a leggyakrabban hasznalt kozépértékek
korében altalanositsuk.

Jelolje az x4, xa, ..., T, nemnegativ szamok szamtani (aritmetikai), geometriai, ill. harmonikus kézepét rendre

Ay, @9, ... 2n), G(x1,29,...,20), H(x1,22,...,2p).

A konvex n-szog (10)-ben hasznéalt jeloléseivel tételiink altalanositasa (Fejes Toth Laszlotol):

1

(11) A(Rl,RQ,. ,Rn) Z COS%A(’I],’I”Q,. . ,’I”n)7
1

(12) G(Rl,Rz,...,Rn) Z G(Tl,Tg,...,Tn),

us
n

COS



(13) H(Ri,Ry,...,Ry) >

COS —
n

Ezek koziil (11) azonos a mar emlitett (10)-zel, (12) bizonyitasa Fejes Toth Laszlotol szarmazik, 6 mutatott ra a
(11) és (13) kozotti transzformacios kapcsolatra is. ((12) és (13) bizonyitasa n = 3 esetre [1]-ben megtalalhato).

Tovabbi altalanositasokat, ill. rokon tételeket kaphatunk, ha (11)- (13)-ban az A, G, H fiiggvénykapcsolatokat méas
fiiggvénykapcsolatokkal helyettesitjiik. Ezek koziil sorolunk most fel néhény érdekesebb Osszefiiggést; érdemes ezek
bizonyitasat megkisérelni.

a) Vezessiik be az X = R} + R, + R}, Y = r} + r} + r} jeloléseket, ¢ valos szamot jell. Ezekkel

X <2Y, ha t<—-1,X<2%, ha —-1<t<0,X>2%, ha 0<t<1,X>2Y, ha t>]1.

b) RiRy + RoR3 + R3Ry > 4(rire + rars + r3711),

¢) RiRy + RoR3 + R3Ry > (11 + 1) (r3 + 1) + (ro +73)(r1 +72) + (r3 + 1) (r2 + 73),
d) RiRa + RoR3 + RsRy > 2(r1 Ry + r2Ra + 13 R3),

e) RiRoRs > (r1 +12)(ra + r3)(rs + 71),

f) r1 Ry + roRa + r3R3 > 2(r112 + 1213 + 7371),

lei 1 + RQ}? T2 + R3R—|f r3

V. A geometriai tételek kozos ,sorsa”’, hogy megvizsgaljak érvényességiiket, ill. megkeresik megfelelGiket a nem-
euklideszi geometridkban is.

Az an. elliptikus geometridban, aminek legegyszertibb modellje a félgdbmb geometridja, érvényes a kovetkezd tétel:
Ha P az A1 A2 As gombhdromszog belsd pontja és ennek (gombi szég-) tavolsdga a cstucsoktdl Ry, Ro, Rs3, az oldalaktdl
r1, T2, T3 akkor

g) > 2

tg R1 +tg Ro + tg Rs > 2(tgr1 + tgra + tgrs).

Ennek bizonyitasa a gébmbhéaromszogek trigonometridjanak a felhasznalasaval torténhet.

Lényegesen egyszertbb a helyzet a Bolyai-Lobacsevszkij-féle (v. mas elnevezéssel: hiperbolikus) geometridban, mert
annak Cayley—Klein-féle modelljén az euklideszi tavolsagokat a megfelel§ hiperbolikus geometriai tavolsagoknak felel-
tethetjiik meg, ha a P pontnak a modellkor kozéppontjat valasztjuk (1. pl. [4]-et). Ezzel a

Ry Ry R3 1 P 3

bt ) AN 2 = 2

th—* +th == +th = _2(th L+ th 22+ th k)
Osszefiiggeést kapjuk, ahol &k a hiperbolikus sik allandoja, thz (olv.: tangens hiperbolikusz z) pedig definicié szerint az
£ ¢ hanyadossal egyenld.
et +e”” L
bonyolultabbé valik, hiszen pl. a poliédereknél beléphetnek az élektdl, ill lapoktol vald tavolsagok is, és — mint lattuk
— mas nehézségek is felléphetnek. Ennek ellenére mar itt is sok eredmény sziiletett az Erdés—Mordell egyenl6tlenség
sugalmazasara.
Reiman Istvan
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