Ilyenkor, tavasszal, aprilis tajan, a matematika fejlédése mindig j lendiiletet vesz. Eddig ismeretlen tehetségek 1ép-
nek el§ az ismeretlenségbdl, akik bebizonyitjak a Fermat-sejtést, megoldjak az 6todfoku egyenletet, vagy négyszogesitik
a kort.

Mi most ennél sokkal kisebb feladatra véllalkozunk. Egy olyan Gj matematikai elméletet szeretnénk felallitani,
amely az ember 6si baratairol és tarsairol, a lovakrol szol.

*

A loelmeélet alapvets definicidihoz sziikség lesz az ekvivalencia-relaci6 fogalmaéra.

Matematikai konstrukciokban gyakran eléfordul, hogy egy halmazt osztélyokra (kisebb, paronként diszjunkt halma-
zokra) bontunk, majd az osztalyoknak — mivel maguk is érdekesek — kiilonb6z6 neveket adunk. A nehéz attekinthetSség
miatt tobbnyire nem az osztalyokat definidljuk, hanem barmely két elemre elGirjuk, hogy egy osztalyba keriiljenek-e.

Példaul osztalyozhatjuk az egész szamokat ugy, hogy x és y akkor keriiljenek egy osztalyba, ha x — y oszthato
10-zel. A keletkez$ osztalyokat ,modulo 10 maradékosztalyoknak” nevezziik.

Egy méasik példa a racionalis szdmok megkonstrualasa. Ehhez ugy osztalyozzuk az % alaki tortek halmazat, ahol

a,b egész szamok, és b # 0, hogy 2 ¢ < akkor keriiljenek egy osztalyba, ha ad = bc. Ezutan a tortek osztalyait

elnevezziik ,racionalis szimoknak”. A racionalis szamok tehat nem azonosak a tortekkel, a tortek csupan a racionalis
szamok ,reprezentansai’.

Harmadik példankban a tér irdnyitott szakaszainak halmazat osztalyozzuk tugy, hogy két irdnyitott szakasz akkor
keriiljon egy osztalyba, ha parhuzamosak, azonos irdnytak és egyforma hossziak. A keletkez6 osztalyokat ,vektoroknak”
nevezziik.

Képzeljiik most el, hogy egy H halmazon definidltunk egy ~ relaciot, és azt akarjuk, hogy két elem: x és y akkor
keriiljenek egy osztalyba, ha x ~ y. Milyen tulajdonsagokkal kell rendelkeznie ennek a relaciénak? Harom nagyon
egyszerd tulajdonsigot tudunk felirni, amelyek feltétleniil sziikségesek:

a) A relacio reflexiv, azaz minden = € H-ra x ~ x.
b) A relaci6 szimmetrikus, azaz ha x ~ y, akkor y ~ z.

c) A relaci6 tranzitiv, azaz ha x ~ y és y ~ z, akkor = ~ z.

E harom tulajdonsag azt fejezi ki, hogy minden elem egy osztalyba keriil 6nmagaval; ha = és y egy osztalyban
van, akkor y és z is egy osztalyban van; végiil, ha x és y egy osztalyban van, valamint y és z is egy osztalyban van,
akkor x és z is egy osztalyban van. Az ilyen tulajdonsagu, tehat reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv relaciokat nevezik
ekvivalencia-relacioknak.

Be lehet bizonyitani, hogy a harom felsorolt tulajdonsag mar elégséges; egy ekvivalencia-relacié mindig egyértel-
mien meghatéroz egy osztéalyokra (ugynevezett ekvivalencia-osztalyokra) bontast.

*

Most mar ratérhetiink a loelmélet fogalmaira.

k
Definicié. Egy f : (0,00) — R fiiggvényt ,labnak” neveziink, ha p(x) + sin (CE + ;) alaku, ahol p polinom, k egész

szam és p(0) = 0. A labak halmazét (az angol kezdSbetd alapjan) F-fel jeloljiik.

Definicié. Az f; és fo labakat ekvivalensnek nevezziik (jelben: f1 ~ f3), ha az f1 — fo fiiggvény korlatos. Konnyen
ellenérizhetd, hogy ez a relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, tehat ekvivalencia-relacié.

Definicié. Az F labhalmaz ~ szerinti ekvivalencia-osztalyait ,lovaknak” nevezziik. A lovak, azaz F ekvivalencia-
osztalyainak halmazat pedig — szintén az angol kezdgbeti alapjan —, H-val jeloljiik.

Ezeknek a definicidknak nagyon szemléletes jelentése van. A 16labak olyan fliggvények, amelyek minden pillanathoz
hozzarendelik azt a helyet, ahol a 1lab éppen van. A lovak l6labakbol all6 halmazok. Két 1ab akkor tartozik ugyanahhoz
a l6hoz, ha mindig bizonyos tavolsdgon beliil maradnak.

Hogy a definialt objektumok mennyire hasonlitanak a valosagos lovakra, a kdvetkezs két tétel mutatja meg.

Tétel (A loelmélet els6 f6tétele). Tetszdleges H € H-ra |H| = 4, azaz minden lonak négy liba van.

k k
Bizonyitas. Legyen f1(z) = p1(x)+sin (w + 1T7T> és fa(x) = pa(x)+sin (;v + %) két ekvivalens 14b. Az ekvivalen-

k k
cia azt jelenti, hogy f1(z) — f2(z) = p1(x) — p2(z) +sin (CE + %) —sin (CE + QTW) korlatos. Mivel a szinuszfiiggvény

korlatos, ez pontosan akkor teljesiil, ha a p;(z) — p2(x) polinom korlatos. Egy polinom azonban akkor korlatos (még
a pozitiv félegyenesen is), ha konstans. Mivel azonban a 1ab definicioja szerint p1(0) = p2(0) = 0, mindez azt jelenti,

k
hogy a p1 és py polinomok azonosak. f1 és fo tehat csak a ky és ko egészekben kiilonbozhetnek. Mivel a sin |  + %)

fliggvény k-tol fliggden négyféle lehet, minden ekvivalenciaosztaly négyelemd.
Elsfordulhat, hogy egy 16 két laba egy bizonyos id6pontban ugyanazon a helyen van. Az ilyen pillanatok igen
nevezetesek.

Definicié. Legyen H € H, és f1, fo € H két kiilonboz6 1ab. Ha valamely ¢ € (0,00)-re f1(t) = fa2(¢), akkor azt
mondjuk, hogy a H 16 a t pillanatban megbotlik.



Tétel (A loelmélet masodik f6tétele). Minden H € H [6hoz létezik végtelen sok olyan t € (0,00) pillanat, amikor
megbotlik.

k k+1
Bizonyitas. Legyen H egyik laba f1(x) = p(z) + sin (:1: + ;), és legyen fo(z) = p(x) + sin <:1: + %

lab ekvivalens, mert a kiilonbségiik,

fi(x) — fole) = sin <x n ’%’) _sin <$ i M) — 2 T s <$ Lk 1)7T>
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korlatos. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy fo is laba H-nak. Masrészt ez a kiilonbség végtelen sokszor 0 (z = (l —

kE 3
esetén, ahol [ > 1% egész szam), vagyis H végtelen sokszor megbotlik.

Feladat. A l6elméletben a polinomokat ,fenéknek” is nevezik és — az angol kezd@betd alapjan — tébbnyire b-vel
jelolik. Azt mondjuk, hogy a H 16 megiilhet6 a b fenékkel, ha minden f € H-ra és t > 0 valos szamra f(t) < b(t) <
f(t) + 10. Bizonyitsuk be, hogy egy fenékkel csak egy lovat lehet megiilni, de egy lovat lehet tobb fenékkel is.

*

A l6elméletben még nagyon sok felderitetlen kutatasi irdny van, ezek vizsgalatat az Olvasora hagyjuk.

A lovakhoz hasonloan méas allatfajtak (kutya, tyuk, giliszta, stb.) axiomatikus leiréasa is sziikségesnek latszik, ezeknél
nyilvan mas népi bolcsességeket kell figyelembe venni (ebcsont beforr, vak tyuk is talal szemet, stb.). Végiil a kiilonb6z8
allatfajtak leirasat célszerd lenne egységes rendszerbe foglalni. Ezeket a munkékat is az Olvaséra hagyjuk.

Jo szorakozast!

Pej Nyihamér



