A fraktalok csodalatosan gazdag, titokzatos vilagénak egy szeletét, a Mandelbrot-féle halmazok szimmetridjat
fogjuk vizsgalni.
Legyen F' egy, a C komplex szdmsikonl] értelmezett fliggvény. Tetszbleges ¢ komplex szam esetén elkészithetjiik azt
a (c-tol figgs) {zn} sorozatot, amelyet a zo = 0; zp41 = F(2y,) + ¢ (n > 1 egész) iteracios sorozat definial. Mas szoval
a
0,F(0)+ ¢, F(F(0)+¢)+ec,...

sorozatrol van sz6. Az F fiigguény szerinti Mandelbrot-féle halmaz azokbol a ¢ komplex szamokbol all, amelyekre a
fent definialt sorozat korlatos. Ez a halmaz csak az F fiiggvénytdl fiigg:

Man (F) := {c € C|{z,} korlatos}.

Két specialis fiiggvényfajtat fogunk nézni; az F(z) = 2" esetet és az F(z) = zZP esetet, ahol p > 1 egész és Z a z komplex
szam konjugéltjét jeloli. Az F'(z) = z¥ esetben p-edrend Mandelbrot halmazrol beszéliink, amit M (p) jelol. F'(z) = z”
esetén a kapott halmazt p-edrendd Mandelbar halmaznak mondjuk, ennek jele M (p). Ez esetben sorozatunk:

0,¢c,c? +¢,(P+c) +e,... illetve O,c,Ep—i—c,(Ep—i—c)p—i—c,...

Az M(p) (illetve az M (p) halmaz) esetén ,hasonloan viselkedik” az a és b komplex szdm, ha a segitségiikkel képezett
iteracios sorozat megfelel§ elemei egyenls tavolsadgra vannak az origdtol.
A pontos definicié végett mindenekelGtt tekintsiik az alabbi sorozatokat:

M (p) esetén 20=0, znt1 =2 +a; wo=0, wpp1 = wh + b, M(p) esetén 20=0, zny1 =725 +a; wo =0, wyy =T

Definicié. Az a és b komplex szamokat az M (p) szerint (illetve az M (p) szerint) ekvivalenseknek nevezziik, ha a
fenti két—két sorozatban minden n természetes szam esetén teljesil a |z,| = |w,| egyenldség. Ezt a reldcidt a ~ b fogja
jeldlna.

A fenti definiciobol nyilvanvald, hogy a szerepl6 relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, tehat valoban ekvivalen-
ciarelacié. Elvileg, célunk a komplex szamsik pontjainak olyan ,kiszinezése”’, amelynél az ekvivalens pontok ugyanolyan
szintiek. Ennek a gyakorlatban igen sok akadalya van. El§szor is nem tudjuk, hogy mely komplex szam &altal megha-
tarozott sorozat lesz véges. Még véges sorozat esetében sem tudjuk, hogy mekkora lesz a sorozat elemeinek a korlatja;
hiszen kiilonb6z6 sorozatok korlatja is kiilonboz6 lehet. Végezetiil pedig a szinezés ,tényleges’ véghezvitele csak sza-
mitogép segitségével lehet, ahol a képerny6 egy eleve megadott korlatot jelent. Lehetséges, hogy ezen a korlaton beliil
nem deriil ki, hogy két pont kiilonb6z6 szinti. Az viszont biztos, hogy azonos szini pontok esetén akarmilyen korlat
alatt és akdrhanyadik 1épés utan hagyjuk abba az eljarast, mindig fennéllnak az ekvivalenciat biztosité egyenl&ségek.

Ennek megfeleléen egy ,durvabb” ekvivalenciarelaciot kapunk, ha csak egy adott d pozitiv korlatig nézziik az
abszolut értékeket; és csak azt vizsgaljuk meg, hogy a sorozat hanyadik lépésben hagyja el ezt a korlatot. Ez utobbi
feltétel azt is jelenti, hogy az abszolut értékek megegyezését sem kivanjuk meg.

Az eljarast szamitogépes programmal is megadhato. A program bels§ adatai a kovetkezGek:

Egy d porzitiv korlat.
Egy N maximalis iteraciészam.

Egy szin(j) fiiggvény, amely minden j < N termeészetes szamhoz valamilyen tényleges szint rendel.
Az eljarast az alabbi szinezési algoritmus adja meg:
Ciklus, mikézben c ,befutja a komplex szamsikot”

z:=0;7:=1,

ciklus mig (j < N) és (|z] <=d)
z:=F(2)+c

ji=7+1

belsd ciklus vége
Ha j = N, akkore szine legyen feketeegyébként pedige szine legyen szin(j)
kiilsd ciklus vége.

A Mandelbrot és Mandelbar halmazok szamitogépes abrazolasanal igen szép szines szimmetrikus abrékat kapunk.
Forgasszimmetridkat és tiikros szimmetridkat fedezhetiink fel. Célunk annak a bebizonyitasa, hogy valéban léteznek
ezek a szimmetriak; viszont mésfajta szimmetridk nem talalhatok. Ezek leirasahoz a szabalyos sokszogek egybevagosagi
transzformécioinak a csoportjat fogjuk felhasznalni.

Mindenekel6tt érdemes megnézni néhany azonosan szinezett pontot. Mivel egyediil a 0 hozza létre a csupa 0
sorozatot, ezért a 0 komplex szam egyediil 6Gnmagaval ekvivalens. A kovetkezSben ettdl az esettdl mindig eltekintiink,
azaz feltessziik, hogy ¢ # 0. Azt nézziik meg, hogy mikor lesz a sorozat harmadik tagja (z2) 0-val egyenld.

A Mandelbrot esetben ez azt jelenti, hogy ¢ + ¢ = 0, azaz ¢ = v/—1. Ekkor z3 = 0P + ¢ = ¢ és ettdl kezdve a
sorozat elemei periodikusan ismétlédnek. Igy 0, ¢, 0, ¢, 0, ... adédik sorozatként. A széba jov6 ¢ komplex szamok szama
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p — 1. Az ezeket abrézold pontok mind az egységsugara korén vannak. A p = 2 esetben egyetlen ilyen pont van, a
p = 3 esetben a két pont a korvonal két atellenes pontja; egyébként pedig e pontok egy szabalyos p — 1 oldalt sokszog
csucsai. A p < 3 esetben is szabalyos p — 1 oldala sokszogrél fogunk beszélni. Mivel ezek abszolut értéke megegyezik,
ezért ekvivalens pontokat kaptunk. Ennek a p — 1 pontnak tehat megegyezik a szine és ezek (elvileg) minden mas
ponttoél eltérd szintiek.

A Mandelbar esetben zo = 0 azt jelenti, hogy ¢® +c¢ = 0; ami azzal ekvivalens, hogy ¢’ +¢ = 0. Ebbdl ugyanugy, mint
a Mandelbrot esetben kovetkezik, hogy 0,¢,0,¢,0,... a kapott sorozat. Mivel ¢ = —¢, ezért |c| = | — ¢ = |P| = |¢|?,
amibdl |¢| = 1 kovetkezik. Eszerint ezek a pontok is egyszintek; és sziniik minden mas pont szinétél eltér. A kiindulasi

feltétel tehat a P! = —c¢ = —1 egyenlGséghez vezet. Az el6z6 esethez hasonléan most egy p + 1 oldali szabalyos
sokszog csticsait nyerjiik.

A diédercsoportok

A sik egy szabélyos n-szogét dnmagéaba vivs egybevagosagi transzformécioi egy (véges) csoportot alkotnak. Ezt a
csoportot n-edfoku diédercsoportnak nevezziik; e csoport jelolésére D,, hasznalatodll. Palfy Péter Pal cikkét lapunk
1993/4 szamaban.. Jelolje r a sokszog kozéppontja koriili 27/n szogl pozitiv irdnyt forgatast és ¢t a sokszog egy
szimmetriatengelyére valo tiikrozést. Az identikus transzformaciot e-vel jeloljik (ez a transzformacio tehat minden
pontnak dnmagat felelteti meg). Ezekkel a jeloléesékkel:

2 n—1 2 n—1
D, =A{e,r,r*,...,r" "ttt e T

A D, két f és g elemeinek szorzatédn azt a h transzforméciot értjilk, amelyet agy kapunk, hogy elGszor a g transz-
formaciot hajtjuk végre, majd utédna az f-et. Mas szoval ugy végezziik a szorzast, mint a fliggvényeknél. A szamolasi
szabalyokrol elég annyit tudni, hogy:

Minden D,,-beli a-ra ea = ae = a.

r* = e pontosan akkor teljesiil, ha n osztéja k-nak.

t? = e és rit =tr" ",

Mivel szabalyos n-szdg csak 2-nél nagyobb n esetén létezik, ezért ezekre az esetekre definicionk valdsagos tartalom-
mal bir. Példaul a szabalyos haromszog esetében kapott D3 = {e,r, 72, t,tr, tr’} elemei:

e:az identités, r:a kozéppont koriili 27/3 sz6gi pozitiv forgatas, r2:a kozéppont koriili 47 /3 szdgii pozitiv forgatas,
t:a t-vel jelolt tengelyre valo tiikrozés,

tr:a tr-rel jelolt tengelyre valo titkrozés, tr2:a tr’-tel jelolt tengelyre valo titkrozés.

n =1 és n =2 esetén a diédercsoportot a fenti halmazokkal:

Dy = {e, t}, illetve Dy = {e,r,t,tr}

és a szerepld miiveleti szabalyokkal definidljuk. Ezek is tekinthet6k geometriai alakzatok szimmetriacsoportjanak; D
példaul az ,A” betiinek, Ds pedig a ,,H” bettinek a szimmetriacsoportja.

A Mandelbrot halmazok szimmetriaja

Tekintsiik az M (p) Mandelbrot halmazt, és nézziik a teljes szog (p— 1)-ed részét, ¢ = T 1—et. (Nem a p-edrészét!)

Legyen r a komplex szamsiknak az origd koriili ¢ szoggel valéd elforgatésa, ¢ a valos tengelyre valo tiikrozés, e pedig
az identikus leképezés. Ekkor tetsz6leges z komplex szamra:

r(z) =¢-z, (e egy (p — 1)-edik primitiv egységgyok)t(z) = Z,e(z) = z.

1. Allitas. A fenti transzformdciokkal képezett D,_1 szimmetriacsoport elemei az M (p) halmaz minden egyes
ekvivalenciaosztalydt dnmagdra képezik.

Bizonyitas. Legyen ¢ az M (p) szerinti valamelyik ekvivalenciaosztalynak eleme. Azt kell tehdt megmutatnunk,
hogy a
20=0,...;2n41 =2 4+¢,...00=0,...,0p41 =L +€-¢,...wp =0,..., w41 =wh +7¢,...

sorozatok n-edik tagjanak abszolut értéke minden egyes rogzitett n esetén megegyezik. Az abszolut értékre vonatkozd
elemi tulajdonsagok alapjan elég annak a kimutatisa, hogy minden n természetes szamra v, = ¢ - z, és w, = Z,
teljestil. Ezt a két Allitast n-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. n = 0 esetén mindkét allitas trividlisan igaz.
Az elsG esetben az eP 7! = 1 egyenldséget felhasznélva

Vpp1 = +e-c=(-z)P +e-c=e- (P 2P 4c)=c- (2P +¢) =€ 211
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igazolja az indukciés 1épést. A méasodik esetben ez

Wpy1 =wh +C= (2n) +T=2n + ¢ =Zny1

alapjan kovetkezik.

Hatra van még annak a bizonyitasa, hogy az M (p) halmaznak nincs mas szimmetridja. Pontosabban szélva ennél
csak valamivel kevesebbet bizonyitunk be, nevezetesen azt, hogy a ,kiszinezett” szdmsiknak nincs més szimmetriija,
csupan a D,_; elemei.

2. Allitas. Ha f a komplez szamsiknak olyan egybevigésdgi transzformdcidja, amely az M (p)-re definidlt ekviva-
lenciareldciot megtartja, akkor létezik a D,_1-nek olyan s eleme, amelyre f = s.

Bizonyitas. Mivel a 0 komplex szamot abréazolé O pont egymagaban alkot egy ekvivalencia osztalyt, ezért f(O) =
O. Tekintsiik azt a p— 1 pontot, amelyek azokat a komplex szamokat abrazoljak, amelyekre a kapott sorozat harmadik
eleme 0. Ezek a P, ..., P,_1 pontok egy O kézépponti szabélyos p—1 oldala sokszog sorrendben egymaés utan kovetkezd
cstcsai. Mivel ezek az Osszes adott szind pontok, ezért f a fenti sokszoget énmagéra képezi. Legyen f(P;) = P; és
tekintsiik a diédercsoportnak azt az u forgatasat, amelyikre u(Py) = P; teljesiil. Ekkor a ¢ = u™'f egybevagosagi
transzformécio ugyancsak szimmetrija a szinezett halmaznak, és g az O pontot is és a P; pontot is Snmagaba viszi.
Az egybevagdsigi transzformaciok ismert tulajdonsagai alapjan ez csak ugy lehetséges, ha g vagy az identitas vagy
az OP; egyenesre valo tiikrozés. Mivel ezek mindegyike eleme a diédercsoportnak, ezért az f = ug szorzat is a
diédercsoport egy eleme.

A Mandelbar halmazok szimmetriaja

Itt is két részbdl all a bizonyitas: L
Mindenekel6tt tekintsiik az M(p) Mandelbar halmazt, és nézziik a teljes 8708

(p + 1)-ed részét, ¢ = T 1—et. Legyen r a komplex szamsiknak az origd koriili ¢ szoggel valo elforgatasa, t a valos

tengelyre val6 tiikrozés, e pedig az identikus leképezés. Ekkor tetsz6leges z komplex szamra:
r(z)=c¢-z, (e egy (p + 1)-edik primitiv egységgyok)i(z) = Z,e(z) = z.

3. Allitas. A fenti transzformdciokkal képezett Dyi1 szimmetriacsoport elemei az M(p) halmaz minden egyes
ekvivalenciaosztdalydt onmagdra képezik.

4. Allitas. Ha f a komplex szimsiknak olyan egybevigdsdgi transzformdcidja, amely az M(p)-re definidlt ekviva-
lenciareldciot megtartja, akkor létezik a Dpiq-nek olyan s eleme, amelyre f = s.

A 3. Allitas bizonyitasa majdnem teljesen tgy torténik, mint az 1. Allitasé; csupan azt kell figyelembe venni, hogy
tetsz6leges z komplex szam esetén @p = (ePT1zP) = (zP).

A 4. Allitas bizonyitésa viszont teljesen ugyanaz, mint a 2. Allitasé.

A hatso boriton lathatd abrak a kozolt ,szinezs algoritmus” szamitdgépre alkalmazott valtozataval késziiltek minden
esetben az N = 50 és d = 2 bemend adatokkal. Az els6 sor két abraja Mandelbar halmaz szinezése p = 2, ill. 3 esetén,
a tovabbi négy adbra Mandelbrot halmazoknak a szinezését mutatja a p = 2, 3, 4, ill. 7 esetekben.
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