1. Jelolje S a haromszog stlypontjat. Ekkor AS = 24, C'S = 10 egység, s mivel AS?+CS? = 2424+10% = 262 = AC?,
== =120 teriiletegység, az ABC haromszog teriiletének harmada

azért az ASC haromszog derékszog, teriilete
(miért?). A haromszog teriilete tehat 360 teriiletegység. Az ASC deréksz6gi haromszogben B1C = %AC = 13 egység,
ezért BB; =3-5B1 =3-B1C =3-13 = 39 egység.
2. A koszinusztétel alkalmazaséval
2+b2—c2 B4+ —a? P4a—12 q2+b?+c2

abcosy + bccosa + cacosy = 5 + 5 + 5 = 5

Ha a feltételben pl. d = ¢, akkor
2 024 2
%:CQ, azaz a’® +b* = c?,
tehat a haromszog valoban derékszogu.
a’ + b+ ¢? 9

Forditva, ha a haromszog derékszogi és pl. az atfogo c, akkor ¢? = a? + b?, tehat — 5 =

3. a) Jeloljiik 37-t y-nal. Egyenl6tlenségiinkbol
y> — (V3—-1)y—V3>0, azaz(y +1)(y — V3) > 0.

(3% 4+ 1)(3" — v/3) > 0 pontosan akkor, ha 3% > /3, mivel 3° + 1 > 0 minden valos z-re.

A 3% fliggvény szigoruan monoton novekedése miatt z > 3

b) Azonos atalakitasokkal (cosz # 0) és az a)-ban alkalmazott szorzatté alakitassal
tgz® +tgxr — V3tgr — V3 >0, (tgz + 1)(tgz — V3) > 0,

ami pontosan akkor teljesiil, ha tgz < —1 vagy tgz > v/3. Az egyenl6tlenseg megoldasai:

3
z+kﬁ<$<zﬂ—|—kﬂ' vagy %+kw<x<g+kw, ke Z.

2
4. Legyen az els6 elem a, a hanyados ¢. A feltételek szerint aq - ag® = 1, ezért (ag®)? =1, ag® = 1 vagy aq® = —1,
3 3 3
q # 0, valamint ag® — ag® = o azaz “ - ag® - q = 9
q
, 1 3 1 1 1
Haaq® =1, akkor ~ —q = 5, ¢ = =2 vagy ¢ = 5; ha ¢ = =2, akkor a = — 2, ha ¢ = 5, akkor a = 8.
q

1 1 1
5,q:2vaqu=—§;haq:2,akkoraz—g,haq:—§,akkora:&

5. Az egyenlet © > —1, x # 4 esetén értelmezett. Ekvivalens atalakitasokkal

1
Ha a¢® = —1, akkor —— + ¢ =
q

21ogy(z + 1) + logy(x — 4)? = 21og, 6.
A
log, (x + 1)*(x — 4)* = log, 62

egyenlet mar kovetkezmény.
(z+1)(z — 4))* = 67

pontosan akkor, ha
(x+1)(x—4)=6 vagy (x4 1)(z —4) = —6.

Az els6 egyenletb6l 1 = 5, 9 = —2. Az 1 megoldas, az o nem.
A masodik egyenletbdl z3 = 1, 4 = 2 és mindkett6 megoldasa az egyenletnek.
(Az adott egyenlet logy(x + 1) + log, |x — 4] = log, 6 alakban is irhato.)

6. Legyen P(x;y) a keresett pont. A feltételek szerint (z —2)? + (y — 3)> =36 +49 és 2* + (y — 1)? = 16 +49. A
maéasodik egyenletbdl vonjuk ki az elsG egyenletet.

dr —4 4+ 4y — 8 = —20,
.’I]+y:—2,
y:_I_Za
igy
22 + (—z — 3)% = 65,



Ty = 4; T2 = _75 Y1 = _67 Y2 = 55
tehat két megfelels pont van: Py (4; —6) és Pa(—7;5).

2y+.’II2

1
7. Mivel 0 < sin®a < 1, azért 0 < 2sin < 2. Ismeretes, hogy ha a > 0, akkor a + — > 2, és az egyenlGség
a

x

1 1
csak az a = 1 esetben teljesiil. Most 3* > 0 és 377 = 32 tehat 3% + 3 > 2. Az egyenletnek csak azok az (x;y)

1 2
szamparok a megoldasai, amelyekre 3% + 3 = 2 és sin2 2 R 1. Ezek szerint 3” = 1, x = 0, tehéat sinz% =1,
o 1 —cos¥ y y o
amibdl — = 1, cos 5= -1, 5= T4 2km, yp, = 2w +4knm, k € Z. A egyenlet megoldasai az x = 0, yr = 27 +4km,

k € Z szamparok.

8. Az a” —b" = (a—b) (a" ' +a"?b+---+b""") azonossagbol adodik, hogy a — b osztoja (a” — b")-nek, ha
n € N1, valamint a és b egész szamok.
a) Az adott kifejezést atalakithatjuk.

5"(An—1)4+1=4-n-5"=5"4+1=4(5"+5"+---+5") — (5" = 1").

n darab

Mivel 5" — 1" = (5 —1) (5" 7' + 5" 72 4+ ... + 5+ 1), azért a kifejezést tovabb alakitva kapjuk, hogy

4((5”—5"_1)—1—(5"—5"‘2)+...+(5n_5)+(5n_1n)) _
=AM G- 45" BT - )+ 45" 1)+ (5-1) - K) =
=4.4-L=16L,

ahol K és L pozitiv egész szam. Ez azt jelenti, hogy a kifejezés 16 tobbszorose, tehat valoban oszthato 16-tal. (Az
allitas teljes indukcioval is igazolhato.)

b)
nt—n?romd—m=n?n?-1)+2nn? -1 =0 -1Dn*+2n)=mn—-1)-n-(n+1) - (n+2),
négy, egymast kovets természetes szam szorzata, tehat oszthato 24-gyel (miért?).
252" — 2" = (252 —2)K = 250- K =2-5° - K|
ahol K € NT. Igy az adott kifejezés valoban oszthato 6000-rel, hiszen
2-5°-K-2%.3.L=10°-6KL=6000- KL.
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