1. Jelolje egy paralelogramma két szomszédos oldaldnak az ardnydt \ (ahol X\ > 1). Hatdrozzuk meg, hogy hogyan
fiigg A-tol az datlok kézti hegyesszdg legnagyobb lehetséges értéke.

I. megoldas. Tekintsiink egy ABCD paralelogrammaét, amelyikben AB és BC hossza a, illetSleg Aa (A > 1), az
atlok metszéspontja és a BC' oldal felez6pontja E, illetSleg F'. Ekkor E egyben az atlok kozos felez6pontja is, igy EF

az AB-vel parhuzamos kozépvonal fele, hossza 5@. A szbba jovs E pontok tehat az F' kozéppontu, §a sugara kg kor

pontjai, kivéve a BC' egyenessel vald két metszéspontot, amelyek a kor atellenes pontjai. Szimmetria okokbol elég a
BC egyenes egyik oldalan levé felkort vizsgalni (1. dbra).
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1. dbra

A kor atmérdje a BC szakasz része. Az atlok szoge a BC' szakasz latoszoge FE-bdl, tehat tompaszog (hiszen az
atmeérs latoszoge derékszog). Ennek az o szognek a lehetd legkisebb értékét kell tehat meghatéaroznunk.

Belatjuk, hogy a értéke a félkor Ey felezGpontjara a legkisebb. A BC' Ey haromszog koré irt ko kort beliilr6l érinti
kg, mert mindkét kor kdzéppontja a BC-re F-ben emelt merdlegesen van, és kg dtmérGje a BC' szakasz része. A DE
és ko metszéspontjat G-vel jelolve

CEB< =(CGB<+ GCE< > CGB< = CEyB«,

amint allitottuk.
A keresett legnagyobb hegyesszog, o ennek a szognek mellékszoge, és mivel a BC'Ey haromszog egyenld szari, az
EyBF < kétszeresével egyenld, tehat példaul igy fejezhet6 ki A\-val a BEyF derékszégl haromszoghdl:

BF  3Xa
ctg % = EF = 2%—a =)\, azaz g = 2arcctg,
ahol az arkusz-fiiggvény 0° és 90° kozé es6 értékét kell venni.

Megjegyzés. A feladat szovege feltételezte ugyan, de meggondolasaink sorén bizonyitast is nyert, hogy ezt a maxi-
malis értéket fel is veszi az atlok szoge, és azt is belattuk, hogy a téglalapban a legnagyobb ez a szog.

II. megoldas. Valasszuk mértékegységnek az AB oldal hosszat, ekkor BC hossza A. Jeloljiik az atlok metszés-
pontjat (ami kozos felezépontjuk is) E-vel, AE és E B hosszat e-vel, illet6leg f-fel, a koztiik levs szoget ¢-vel (2. dbra).
A koszinusztételt alkalmazzuk az AEB és a BEC haromszogre.

1=e?+ f2—2efcosp, \? = e + f2 — 2ef cos(180° — ) = e? + f2 + 2ef cos .
A megfelels oldalak Gsszegét és kiilonbségét képezve

A1 =2( + 1), A2 —1=4efcosp.
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A masodik egyenlGség bal oldala pozitiv, igy cos ¢ pozitiv, ¢ tehat hegyesszog.



Alkalmazzuk a masodik egyenlgségben e?-re és f?-re a mértani és szamtani kozép kozti egyenlStlenséget, és hasz-
néljuk fel az elsé egyenl&tlenséget:

2 f2
M —-1<4 (e —;f )cosgpz (A2 + 1) cos .
Innen
A2 —
O NTET
és akkor all fenn egyenldség, ha e = 7,

azaz ha a paralelogramma téglalap. Mivel a koszinusz-fiiggvény a (0°;90°) szamkozben a valtozd csokkend fliggve-
nye, igy a keresett legnagyobb g szogre

A2 -1 A2 -1
—_— = arc cCos ———
2+l o X211

ahol a fiiggvény 0° és 90° kozé es6 értékét kell venni.

COS g =

Megjegyzés. A
cos?(a/2) —sin®*(a/2)  ctg?(a/2) — 1

oS cos?(a/2) +sin?(a/2)  ctg®(a/2) + 1

azonossag alapjan vilagos, hogy az eredmény megegyezik az el6z6 megoldasban nyerttel.

III. megoldas. Az AC atlot rogzitve azok a D pontok, amelyekre az AD/C D arany egy rogzitett (1-nél nagyobb) A
érték, egy kort alkotnak, az AC szakaszhoz és A aranyhoz tartoz6 Apolloniosz-kort. Jeloljik ezt ky-val, AC felezGpontjat
E-vel, k) kozéppontjat O-val.

Az AC és ED &tlok kozti szog akkor a legnagyobb, ha D az E pontboél a k kérhoz huzott érinté Dy érintési pontja.
Jeloljiik ezt a legnagyobb szoget ¢o-val, kyx-nak az AC-re es6 atellenes pontjait P-vel és Q-val, az AC szakasz felét
e-vel (8. dbra). P és Q ezt a szakaszt beliilrol, illetsleg kiviilrsl A : 1 aranyban oszté pont, igy
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3. dbra

A szerepls szakaszokat e-vel fejezve ki a két tortben

e+ EP  EQ+e
(1) ’\_e—EP_EQ—e'

A miésodik egyenlGségbdl a tortek eltavolitasa és rendezés utan az
(2) e? =EP-EQ
egyenlséget kapjuk. (1)-bsl
(A—=1e (A+1)e
—_— EQ=~—"—.
A+1 7 @ A—1
A (2) egyenl6ség jobb oldalan all6 szorzat az E pontnak a ky korre vonatkozo hatvanya, igy az egyenlSség azt

jelenti, hogy az E pontbol a ky korhoz htizott érinté hossza EDy = e. A g sz6g meghatarozasakor az OF Dy haromszog
OD, oldalat, vagyis a ky kor r sugarat fejezziik ki e-vel és A-val.

1 1 1/A+1 A—1 22e
r=5PQ=3(EQ ) 2()\—1 A+1)6 X2 1

EP =




Az EODy derékszogi haromszoghdl tehat

T 2 2)
tgpo = - = o = arc tg~5—,

e A-1’
ahol a 0° és 90° kozé ess értékeket kell venni.
Megjegyzések. 1. Az el6z6 megoldéasokkal valé kapcsolat konnyen adddik példaul a

2tg5  2ctgg

t =
6 1— tg?

3 - ctg? 3 -
Osszefiiggésbol.

2. Az EDy = e egyenl6ség szerint Dg az AC atmérGjd koron van, igy az AC' Dy haromszog derékszogi, vagyis az a
paralelogramma, amelyikre az atlok szoge a legnagyobb, a téglalap.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy konvex n-szég atloi kozil elhagyunk barhogyan n — 3-at, a megmaradok kézil mindig
kivdlaszthato n — 3 gy, hogy ne messék eqymdst a sokszdg belsejében; viszont el lehet hagyni n — 2 dtlot gy, hogy ez
mdr ne legyen igaz.

Megoldas. A feladat allitasainak bizonyitasdhoz el6rebocsatunk néhany megjegyzést. Vilagos, hogy egy konvex
sokszogben addig huzhatunk meg egymast nem metsz6 atlokat, amig a sokszoget csupa haromszogre nem bontjuk. (A
ko6zos végpontokat a kovetkezGkben nem tekintjiik metszéspontnak.)

Ismeretes, hogy barhogyan torténik ez a felbontés, konvex n-szégben ehhez n — 3 atlo sziikséges, és azok n — 2
haromszoget hoznak létre. (Lasd pl. Matematikai Versenytételek III., 1985. évi 1. feladat 2. megjegyzés, 295. oldal.)

A feladat két allitas bizonyitasat kivanja. Az els6t teljes indukcioval bizonyitjuk.

Nyilvanvalo az allitas helyessége haromszogekre (0 atlo elhagyasa utan meghizhato 0 egymast nem metsz6 atlo),
és négyszogekre is. Legyen a tovabbiakban m > 5, egy konvex m-sz6g A1 Ay . .. A, és tegyiik fel, hogy konvex (m —1)-
szogekre igaz az allitas. Legyen az m-szogben elhagyva tetszés szerint m — 3 4tlo.

4. dbra

Nézziik a mésodik szomszéd csticsokat 6sszekot s atlokat, nevezziik ezeket a tovabbiakban kis atloknak. Mivel m > 5,
minden kis atlohoz egyértelmiien tartozik a végpontjai kozti, azaz a kis atlo altal lemetszett csics. A kis atlok szama
tehat m, s igy nincs mindegyik elhagyva. Van koztiik olyan, amelyik nincs elhagyva, de az altala levagott cstcsboél
indulé atlok kozt van elhagyott. Ez nyilvanvalo, ha az elhagyott atlok kozt nincs kis atlo.

Ha nem ez a helyzet, akkor pl. A1 As, AsAy, ..., Ap—1A41, A Ag sorrendben végighaladva a kis atlokon talalunk
el nem hagyottat, amire kovetkez6 el van hagyva. Valasszuk a szamozést tgy, hogy AsA,, nincs elhagyva, A; As el
van hagyva. Ekkor az Ay ... A, konvex (m — 1)-szog atloi az eredeti sokszogben is atlok, és koziilik legfeljebb m — 4
van elhagyva, mert az A; Az elhagyott atlo az (m — 1)-sz0g atloi kozt nem szerepel (4. dbra). Igy az (m — 1)-szogben
meghtuzhaté m — 4 egymast nem metsz6 atld az el nem hagyottak koziil. Az m-szdgben ezekhez hozzavehetjiik az
As A, atlot, mert ez az (m — 1)-szognek oldala, igy egyrészt nincs a meghuzott atlok kozott, méasrészt nem metszi
azokat. Az allitas helyessége tehéat 6roklédik az m-szogre is, igy minden konvex sokszogre igaz.

A masodik allitas igazolasara megadunk egy A A, ... A, konvex n-szégben n — 2 atlot ugy, hogy azok elhagyésa
utan ne lehessen a maradok koziil n — 3 nem metsz6t kivalasztani. Erre tobb lehet&ség is kinalkozik.

1. Hagyjuk el az As-bdl indulo atlokat és A; As-at (5. dbra). A maradé atlok éppen az A1As ... A, (n— 1)-szog
atloi. Ezek koziil kellene n — 3 egymast nem metsz6t kivalasztani. Lattuk azonban, hogy ebbél csakn —1—-3=n—4
nem metszd atlé véalaszthato ki. Ezzel igazoltuk a mésodik allitast.



5. dbra

6. dbra
2. A masodik allitas igazolasara alkalmas az is, ha a kis atlokat hagyjuk el az A1 A3 és az Ag A4 kivételével (6. dbra).
Ismeretes ugyanis, hogy egy konvex n-szogben tetszés szerinti n — 3 nem metsz§ 4tl6 kozt mindig van legalabb két
kis atlo. (A kordbban idézett helyen a 3. megjegyzés c) pontja, 295. oldal.) A leirt elhagyas mellett azonban csak két
meghuzhato kis atlé van, de azok metszik egymést. Ezzel ijabb bizonyitast adtunk a masodik allitasra.
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7. dbra

Megjegyzések. 1. A versenyzok a fentiekben idézett segédtételek koziil azokat, amelyeket felhasznaltak, be is bizo-
nyitottak.

2. Az els6 éllitasnél négyszog esetén barmelyik 4tlot hagyjuk el, a masikat kell kivélasztanunk. Megadunk n > 5-re
is n — 3 atlot gy, hogy azok elhagyasa esetén csak egyféleképpen lehessen n — 3 nem metsz6 atlot kivalasztani. Ehhez
Otletet ad a 2. allitas igazolasara adott 2. ellenpélda és annak igazolasa.

Hagyjuk el az A1 A, ... A, sokszoghdl a kis atlokat, kivéve az A,,_1 A1, az A, Ay és az A1 As atlot. Ekkor egyediil az
Aj csticsbol indul6 4tlok kivélasztasa ad megoldast. Allitdsunk igazolasara megmutatjuk, hogy semelyik A;A; &tl6 sem
szerepelhet a kivalasztottak kozt, ha 2 < i < j < n (7. dbra). Mivel atlorol van szo, és az A;A;1o 4tlo el van hagyva,
igy A;...A; legalabb 4-oldalt konvex sokszog, és ebben legfeljebb az A;A;_1 és A;1A; kis 4tl6 nincs elhagyva, ezek
azonban metszik egymast. (j =i + 3 esetén ezek is elhagyott atlok.) Ezzel igazoltuk az allitast.

3. Adottak a Hy, Hs, ..., Hy, halmazok. A Hy halmaz (kK = 1,2,...,n) a valds szdmegyenes k darab olyan
intervallumadbdl dall, amelyeknek pdronként nincs kézés pontja. Bizonyitsuk be, hogy a fenti Hy halmazokat alkoto
intervallumok kézil kivdlaszthato [(n + 1)/2] olyan intervallum, amelyek mindegyike mds-mds Hy halmazhoz tartozik,
és semelyik kettének nincs kozos pontja. ([x] a legnagyobb egész szam, amelyik kisebb az z-nél vagy egyenls vele.)

Megoldas. A kovetkezd allitast fogjuk bizonyitani:

Ha az Ly, Lo, ..., Ly, halmaz mindegyike a szdmegyenes legaldbb m (de véges szdmai) pdronként kiézis elem nélkili
intervallumdbdl all, akkor kivdlaszthato mindegyik halmazbol egy-egy intervallum gy, hogy semelyik kettonek ne legyen
kézds pontja.



Ez tartalmazza a feladat allitasat. Ehhez csak n = 2m —1 és n = 2m esetén a H,,, Hyy1, - - ., Ham—1 halmazokra
kell alkalmazni a kimondott tételt.

Az &llités igaz, ha m = 1. Ha m > 1, eljarast adunk meg az intervallumok egymads utani kivéalasztésara. Vegyiik
mindegyik halmaz balrél els§ intervallumanak a jobb végpontjat és azt vagy azokat az intervallumokat, amelyekre
ez a legkisebb. To6bb intervallum esetén valasszunk ki egy jobbrol nyitottat, ha van ilyen, kiilonben tetszés szerint
egyet. Legyen ez I, és tartozzék az L; halmazhoz. Ezutan hagyjuk el L;-t, a tobbi halmazbol pedig a balrél els6
intervallumot, majd ismételjiik az eljarast, amig el nem fogynak a halmazok.

Az els6 1épés utan m — 1 halmaz marad, mindegyik legalabb m — 1 paronként k6z6s pont nélkiili intervallumbol
all. Azt kell még belatnunk, hogy I1-nek a megmaradt intervallumok egyikével sincs k6zos pontja. Ezzel egyenértéki
az, hogy ha I -nek az eredeti L; halmaz I’ intervalluméval van kozds pontja, ahol j # i, akkor I’ az L; balrol elss
intervalluma.

Jeloljiik I” bal végpontjat b-vel, és tegyiik fel, hogy van Lj-ben egy I'-t6l balra levé I intervallum. Ha b kisebb
I jobb végpontjanal, akkor ez még inkabb igaz I’ jobb végpontjira (8.a dbra; a halmazokat parhuzamosan eltolt
egyeneseken szemléltetjiik), igy nem I;-et kellett volna kivalasztanunk.
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8. dbra

Ha b egyenld I; jobb végpontjaval, akkor kell, hogy I’ balrol, I; jobbrol zart legyen. Ekkor I” jobb végpontja vagy
kisebb b-nél, vagy egyenls vele, de az utobbi esetben az intervallum nyitott, mert nincs kdzos pontja I'-vel (8.0 dbra).
Ismét egyik esetben sem I;-et kellett volna kivéalasztani eljardsunk szerint. Ezzel bebizonyitottuk az allitast.

Ezek alapjan az eljarast m-szer megismételve az Osszes kovetelményt kielégits intervallumhalmazt kapunk.

1
Megjegyzés. Tobben tettek kisérletet annak bizonyitasara, hogy a feladat allitdsaban az {%] korlat nem ja-
1
vithato, de ezek hibasak. Az {%} élességét csupan n < 6-ra sikeriilt eddig beldtni. Annyit azonban meg lehet

1
mutatni, hogy van olyan halmazrendszer, amelyikbdl csak (1 — —) (n 4+ 1)-nél kevesebb intervallum valaszthato ki a
e

feladat kovetelményeinek megfelelGen.
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9. dbra

Alljon k=1, 2, ..., n-re Hy a
(0,1/k), (1/k,2/k), ..., (k—1)/k,1)
nyitott intervallumokbol. Legyen a kivanalmaknak megfelelGen kivalaszthaté intervallumok maximalis szama j. A
kivalasztott intervallumok hosszanak az 0sszege nem lehet 1-nél nagyobb. Ha minden lépésben kivalaszthatunk egyet
a megmaradt legrovidebb intervallumok koziil, ez az 6sszeg akkor is legalabb

1 1 1
S=—F——=+-+— =
n n-—1 n—j+1



1 1 1 1
_ﬁ'<1+1—1/n+1—2/n+"'+1—(j—1)/n)'

j—1

1
Integralva T -et ——-t6l -ig, S tekinthets az integral egy fels kozelits 6sszegének (9. dbra), s igy az integralnak
n

—x
1-nél kisebbnek kell lennie, azaz

n+1 1
1 — ) <1, < |1—= 1).
o (7557) i< (1=3) e
Ez tehat fels6 korlat a kivalaszthato intervallumok szaméra. A nyert konstans:

1
1--=0,63212...
e

A megjegyzés Suranyi Laszl6tol szarmazik.



