Egyes feladatok megoldasat teljes részletességgel megadjuk, mashol csak megoldasvazlatot kozliink, ilyenkor érde-
mes a hianyzo lépéseket onélldéan végiggondolni. A megoldésok soran tobbszor hivatkozunk majd a multkori cikkben
szereplé utmutatasokra is.
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Megoldas. Hany r elemii részhalmaza van az 1,2,...,n 4+ k szamok halmazanak? A valasz nyilvan ( * )
r
Szamoljuk most Gssze ezeket az r elemi részhalmazokat aszerint, hogy hany n-nél nagyobb szam van benniik. Ha az

k
n-nél nagyobb elemek szama j, akkor ezt a j elemet az n+1, ..., n+ k szamok koziil <j>—féleképpen vehetjiik, a tobbi

r — j elemet pedig az 1,...,n szdmok koziil ( " ) -féleképpen valaszthatjuk. Ezt minden lehetséges j-re Osszegezve

k
éppen a fenti 6sszeg adodik. Ennek egyszertibb alakja tehat (n + )

r
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Megoldas. Az 1,2,...,r+ 1 szdmok k + n + 1 elemd részhalmazait aszerint szdmoljuk 6ssze, hogy melyik benniik

1
a nagysag szerint k + 1-edik elem. Eredmény: (k _T_+ N 1).
n

2.

a) k¥ — (’f)(k—l)’wr (I;)(k—2)’“— (’§>(k—3)’f+--- =?
b) Kkt — (T) (k—1)F1 4 (S) (k—2)F1 — (g) (k=31 4. =2

c) K+l — <I;> (k — 1)1 4 <§> (k —2)F! — <§> (k—3)F ... =2
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Megoldas. Az a), b) és ¢) Osszeg mindegyike

(1) kn_(’;)(k—nu(’;)(k—z)k(’;)(k—:s)w...

alaki. Vizsgaljuk most a kovetkezd kérdést: a k + 1 alapd szamrendszerben hany olyan n-jegyd szam van, amelyben
nincs 0 szamjegy, de minden nemnulla szamjegy legaldbb egyszer el6fordul. Ezt a feladatot a logikai szitaformula
(lasd pl. a multkori cikket) segitségével oldhatjuk meg. A H alaphalmaz azon n-jegyd szamokbol all, amelyekben nem
szerepel a 0. Osszesen k™ ilyen szam van. A H; részhalmazt azok a szamok alkossak, amelyekb6l az i szamjegy hidnyzik
(i=1,2,...,k). Konnyen adodik, hogy a logikai szitaformula ebben az esetben egyrészt éppen az (1) Osszeg, masrészt
azon n-jegyd szamok szdmat adja meg, amelyekbdl ,egyik szdmjegy sem hidnyzik” azaz minden szamjegy legalabb
egyszer el6fordul. Mivel n < k + 1-re az ilyen szamok szdma kozvetleniil is egyszertien meghatarozhato, igy megkaptuk
ezeknek az Osszegeknek az egyszerd alakjat. Eredmeények: a) k!; b) 0; ¢) (k + 1)!k/2.

A d) rész az el6z6 feladat analogonja variacio helyett kombinéacioval: hanyféleképpen lehet k-féle csokoladébol n
darabot vasarolni ugy, hogy mindegyik fajtabol vasérolunk legalabb egyet. A szitaformulas leszamlalas éppen a keresett
Osszeg, ugyanakkor most barmely n-re van koézvetlen megoldés is: mindegyik fajtaboél elvesziink egyet és a maradék
n—1

n — k darabot tetszGlegesen valasztjuk. Az eredmény tehat: ( )
n—

(-

Megoldas. Ez az 0sszeg az (1+14)" komplex szam valos része, ha a binomialis tétel szerint hatvanyozunk. Ugyanezt
a trigonometrikus alakkal a Moivre-formula szerint elvégezve 2"/2 cos(nm/4) adodik.

. ()+(5)+(5)+(5)+=

LA feladatok a K6MaL 1994/10 szamaban jelentek meg. A cikkek a szerz6nek a TIT Szabadegyetem és a Févarosi Pedagogiai Intézet
1994. februar 8-an elhangzott tanartovabbképzé el6adasa alapjan késziiltek.




Megoldas. A megoldas kulcsa az, hogy a k-adik komplex egységgyokok r-edik hatvanyainak az Gsszege k, ha k|,
és 0 minden mas r esetén (lasd pl. a multkori cikket). Ezt k = 3-ra alkalmazva, a kérdéses Osszeg 3-szorosa megegyezik
az S =(14+1)"+ 1+ p1)" + (1 4 p2)" kifejezésnek a binomialis tétel szerinti kifejtésével, ahol 1, p1 és po a harmadik
egységgyokok. Ez utobbi kifejezés a kovetkezs alakba irhato:

S 2n+( 7T+_, ﬂ)n+( T . 7T)" 2n+( mr+, mr)+( nmw . mr) 9" 49 nmw
= CcOoS — — COS — — - == COS — — CcoS — — — ) = COS — .
083 ZSIH3 OS3 zsm3 S 3 sin 3 0S 3 sin 3 S 3

Ennek alapjan a feladatbeli 6sszeg értéke (2" + 2 cos %) /3.

Hasonlé médon kezelhets altalaban is a T, = <7g> + (Z) + ( 2nk> + < ;;) + ... Osszeg, csak az eredmény kicsit

bonyolultabba valik:

k
(2) keTe=>Y (14p)" =
j=1
= (2cosz)n [cosn—ﬂ +isinn—ﬂ} + <2cos2—7r>n [cos2n—7T —|—isin2n—w] +
k k k k k k
+-+ <2cos kl)n {coslm—w +isin@}
k k k|’
ahol p1,...,pr a k-adik egységgyokok. Ne tévesszen meg benniinket, hogy maga az eredmény is egy (elég ijeszts-

nek tins) Osszeg, ugyanis ennek a tagszama mar nem figg n-t6l, és igy barmely konkrét k (és altalanos n) esetén
ykényelmesen” kiszamolhato (amint ezt k = 3-ra a 3a) feladatnal el is végeztiik).

3c (COSz)nsinn—ﬂ—f— COS2—7T nsin%—w—i— + cos5—7T nsin5n—w—‘?
' 5 5 5 5 5 5

Megoldas. A (2)-ben szerepls komplex szam képzetes részének 27 "-szeresérsl van sz6 k = 5 mellett, ami 0, hiszen
a Ty Osszeg nyilvanvaléan valos.

4.
1 1 1
+-+ + =7
(r1 —x2)(x1 —23) ... (®1 — ) (w2 — 1) (W2 — 23) ... (T2 — ;) (xp — 1) (@ —x2) ... (T — Tp1)
Megoldas. Ha z1,...,z, kiilonb6z6 szamok és yi, ..., y, tetszGleges, akkor pontosan egy olyan legfeljebb r — 1-

edfokt f polinom létezik, amelyre f(x;) = y;. T6bb ilyen polinom azért nem létezhet, mert akkor a kiilonbségiik egy
olyan legfeljebb r — 1-edfoki polinom lenne, amelynek mind az r darab z; gyoke, azonban egy polinomnak legfeljebb
annyi gyoke lehet, mint amennyi a fokszama.

Az, hogy ilyen tulajdonsagu f polinom valoban létezik, tobbféleképpen is igazolhat6. Az aldbbiakban egy konst-
rukciét mutatunk erre. ElGszor azt a speciélis esetet oldjuk meg, amikor az elGirt értékek y; = 1,y = --- =y, = 0.
Ekkor a polinomnak tartalmaznia kell minden j > 1-re az (x — x;) gyoktényezst, tehat a fokszamkorlatozas miatt csak
a szorzatuk konstansszorosa lehet.

A konstans szorzo értéke az y; = 1 feltétel miatt H 1/(x1—x;), maga a polinom tehat L (z) = H(:E—:Ej)/(xl —xj).

J>1 j>1
Hasonléan kapjuk barmely i-re azt a legfeljebb r — 1-edfokd L; polinomot, amely az x; helyen az 1 értéket veszi fel, a
tobbi x; helyen pedig a 0-t:
Li(z) = H(:E —x;)/(z; — ;). Ezutan az altalanos esetben a keresett polinom a kovetkez6képpen kaphat6é meg
J#i
(Lagrange-féle interpoldcids formula):

f@)=> wiLi(x)=> i [[(x —2))/(zi — ;).
i=1 =1 i

Tekintsiik most azt a specialis esetet, amikor minden y; = 1. Egyrészt alkalmazhatjuk az interpoléacios formulat,
masrészt viszont nyilvan f = 1. A kétfele felirasban "1 egyiitthatojat osszehasonlitva kapjuk, hogy a feladatban

kérdezett Gsszeg 0.
L%J n—k\ (1 k 5 n—2k77
k 4 12 o
k=0

5.
(A Z jel azt jelenti, hogy a mogotte allo kifejezés értékét a megadott k értékekre kell Osszegezni. |z] a z szam
(also) egész részét jeloli.)



Megoldas. Tegyiik fel, hogy egy szerencsejatékban 1/4 valoszintséggel 2 pontot nyeriink, 5/12 valosziniiséggel 1
pontot nyeriink, és a fennmarado6 1/3 valosziniiséggel a jatékbol kiesiink. (Amig nem estiink ki, addig folytathatjuk a
jatekot.)

Ekkor a kérdéses p,, 0sszeg éppen annak a valdszintiségét jelenti, hogy pontosan n pontot 6ssze tudunk gytjteni
(és akkor megallunk). Ugyanis n pont ugy jon Ossze, hogy k-szor 2 pontot nyeriink és n — 2k-szor 1 pontot (és kézben
nem estiink ki), ahol 0 < k < [n/2].

Masrészt n pontot agy ériink el, hogy elétte n—2 pontunk volt, és 2 pontot nyertiink, vagy pedig el6tte n—1 pontunk
volt, és 1 pontot nyertiink; ez pedig éppen azt jelenti, hogy p, eleget tesz a p, = (1/4)pn—2 + (5/12)pp—1, n >1
rekurzidonak. A multkori atmutatdsban méar szerepelt, hogy egy ilyen tipusi a, = aa,—1 + Ba,—o rekurzidé megoldasa
an = 127 + coxly alakid, ha x; és xo az 2 —ar—5=0 egyenlet kilonbézd gyokei, ¢ és co pedig a kezdeti ag és ag
értékekbol hatarozhat6 meg (lasd pl. Poros Tibor cikkében, K6MaL 1993/8-9). Ennek alapjan p, = (9/13) - (3/4)" +
(4/13) - (=1/3)™.

(Ez a feladat konnyitett formaban szerepelt az 1992. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Versenyen: ott meg
volt adva az azonossag, és azt kellett igazolni. Ez persze jelentGs konnyités, hiszen ,, ha méar tudjuk, hogy mit kell
bizonyitani”, akkor példaul teljes indukcioval is célhoz érhetiink, bar az nem mutatja meg a dolgok ,miért”-jét.)

oo
6a. Z % =? ahol d(n) az n pozitiv osztéinak a szama.
n=1
o0
Megoldas. Szorozzuk meg a Z 1/k? végtelen sort énmagaval. Mivel pozitiv tagokbol 4ll6 (tehat abszolut konver-
k=1
gens) sorrol van sz0, ezért — mint mar a maltkori atmutatasban is emlitettiik — jogosak a véges Gsszegeknél megszokott
szabalyok: ,minden tagot minden taggal Osszeszorzunk”, és a kapott szorzatokat tetszéleges sorrendben csoportosit-
hatjuk és Osszegezhetjiik.

A tagok szorzasanal csupa (1/k?) - (1/7?) = 1/n? alaka szorzat jon létre, éspedig 1/n*-es eredmény annyiszor
keletkezik, ahanyféleképpen az n felirhatéo n = k - r alakban. Az ilyen lehet&ségek szama éppen d(n). Vagyis a két sor
szorzata nem mas, mint a feladatban kérdezett 6sszeg. Ennek megfelelsen az eredmény (7%/6)? = 7 /36.

o~ _@(n)
6b. ;: n 1 =7 ahol p(n) az 1,2,...,n szamok kozott az n-hez relativ primek szama.

n=1

Megoldas. Az |z| < 1-re abszolut konvergens végtelen sorokkal némi (megengedett) blivészkedés utén

o0

> e = e Yo =30t Ypld) = Yoaat = .

Jj=1 s=1 d|s

Az els6 lépésben az ™ /(1—2") tortet elbonyolitottuk” egy végtelen mértani sorra. A masodik lépésben atrendeztiik
az Osszegeket és x hatvanyai szerint csoportositottuk. A harmadik lépésben a Z o(d) = s azonossagot hasznaltuk:
d|s
ennek igazolasahoz tekintsiik az 1/s,2/s, ..., s/s torteket. Ezek szama nyilvan s, ugyanakkor a kovetkezs bonyolultabb
modon is Osszeszamolhatok: egyszertsitsiik mindegyiket, amennyire csak lehet, ekkor olyan d nevezgji torteket kapunk,
o0

ahol d | s, és a d nevezs éppen ¢(d)-szer lép fel. Végiil az utolso 1épés igazolasahoz a Z sx® sort végtelen sok végtelen

s=1

mértani sor Osszegévé rendezziik at:

422 +33 +dat 4 = (et )@t )+

2
3 4 v e e — :E J; “ e 1 . :E = :E

et et )+ 1—x+1—:1:+ l—2z 1—-2 (1-—x)?

A feladatban kérdezett Osszeget az x = 1/2 helyettesitéssel kapjuk. Eredmény: 2.
6c. Z w(n) {EJ =? (xz > 1), ahol pu(n) a Mobius-fiiggveny: u(l) = 1, u(n) = (—1)", ha az n szam r
n
n=1

kiilonboz8 pri;n szorzata és minden maés esetben u(n) = 0.

Megoldas. Logikai szita arra, hogy x-ig hany olyan pozitiv egész van, amely egyetlen primmel sem oszthato: ilyen
egyediill az 1, tehat az Osszeg értéke 1.

7. 1-1/34+1/5—1/T+ - =2

Megoldasvazlat: Szamoljuk dssze a /n sugari kdrben levé racspontok szamat. Ez egyrészt , koriilbeliil” a kor te-
riilete, azaz nm, masrészt agy is megkaphatjuk, hogy az
2 4 92 = t egyenlet egész megoldisainak a szdma&t minden ¢ < n-re  Osszegezziik.



Az 2? +y* =t egyenlet egész megoldasainak a szama 4(dy(t) — dz(t)), ahol di(t), ill. d3(t) jeloli a t szam 4k + 1, ill.
4k + 3 alaka pozitiv osztéinak a szdmat.

Ennek alapjan a racspontok szamara ,koriilbeliil” a feladatbeli 6sszeg 4n-szerese adodik, azaz a keresett érték /4.
Részletesen lasd Laczkovich Miklos cikkében, K6MaL 1983/3.

A fenti végtelen sor Osszegét els6ként Leibniz hatarozta meg nagyon szellemes, de egészen méas modon, erre nem
tériink ki. Megjegyezziik még, hogy hatvanysorok segitségével a feladat ,konnyen” megoldhaté: arctgx hatvanysora

3 25 2T

= r——4+————4... —1<xz<1).
arctgr = o 3+5 7+ (-1<z<1)

Az x = 1 helyettesitéssel éppen a feladatban kérdezett dsszeget kapjuk, amelynek értéke tehat arctgl = 7/4.

s (=) () 6) e () () -

Megoldas. Még egy szita: Hany olyan n elemi részhalmaza van az 1,2,...,2n szamoknak, amely éppen az
1,2,...,n szamokbol all? Eredmény: 1.

(Ez a feladat — bizonyitandé azonossag formajaban — szerepelt az 1991. évi Orszagos Ko6zépiskolai Tanulmanyi
Versenyen. Az eredmény megadasa itt nem jelentett igazi konnyitést, mert egyrészt elég konnyen megsejtheté néhany
n érték kiprobalasaval, masrészt a teljes indukcié nemigen miikodik.)

Kedves Didkok!

Ha kedvet kaptak némi tovabbi ,bonyolitashoz”, akkor gyartsanak hasonlé csiinya 6sszegeket, amelyek ilyen modsze-
rekkel szép alakra hozhatok, és kiildjék be a szerkesztGségnek 1995. méjus 31-ig (cim: K6MaL SzerkesztGség, Budapest,
114. Pf. 68. 1525) a boritékra irjak ré, hogy ,Elbonyolitas”). A legszebb (pontosabban legcstinyabb) feladvanyokat ki-
tlzziik a pontversenyben.

Freud Rébert



