Marciusi feladvanyunk bekiildsi koziil a FORTUNA magazin 1 éves eldfizetését nyerte
Csere Kdalman balatonbogldri olvasonk.
Aprilisi jatekunk a Ki nevet a végén” volt: Mekkora eséllyel fogunk pontosan a 100. mezdre lépni, ha egy dobo-
kockaval jatszunk (és eltekintiink a kiiitéstol)?

Egyetlen helyes megoldénk Bereczkiné Székely Erzsébet volt. Megoldasa:

Jelolje P,, annak az esélyét, hogy az n. mezére ralépiink. Hogyan kdvetkezhet ez be? Az utolsé dobéastol fliggben 6
eset lehetséges, mindegyik egyforma eséllyel, ha a kockank ,szabalyos”. Eszerint, a teljes valészintiség tételét felhasznalva
az alabbi rekurziv 6sszefiiggést irhatjuk fel:
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Pn = 6pn—1 6pn—2 6pn—3 6pn—4 6pn—5 6pn—6-

Ha tehat az els6 hat mez6 esélyét fel tudnénk irni, akkor utdna ez az 6sszefiiggés mar meghatérozza az 6sszes tobbi
mezGre 1épés esélyét,.

p1 = —, hiszen csak akkor lépek az els6 mezére, ha 1-est dobok.
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P=cteg=c o hiszen vagy egy ugrassal (2-est dobok), vagy két 1-es dobassal lehet ezt a mez6t elérni.
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pz_é(é) ,aholi=1,2,...,6.

Ezutan egy szamitogéppel pillanatok alatt meg lehet hatérozni, hogy p1go &~ 0,28571, azaz =~ 2/7.
Minél nagyobb a mez6 sorszama, annal kdzelebb lesz p,, a 2/7-hez, ez lesz a p,, sorozat hatarértéke.

Vancsé Odoén

*

Megjegyzés. Erdeklsds olvasoink kedvéért vazoljuk annak bizonyitasat, hogy a {p,} sorozat 2/7-hez tart. A bizonyi-

tas a linearis rekurziv sorozatok altalanos képletére épit, de a lépések e tétel nélkiil is elvégezhetSk teljes indukcioval.
A {p,} sorozat egy ugynevezett linearis rekurziv sorozat, amelyre teljesiil a
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azonossag. Ismeretes, hogy egy ilyen sorozat n-edik tagjat explicit alakban a
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p(z) == 52 75% 8 T8% "8 6

polinom gyokeinek segitségével lehet felirni. Ezt a polinomot a sorozat karakterisztikus polinomjanak is nevezik. Ha
a polinom (valos és komplex) gyokei z1, 29, . . ., 2, multiplicitasuk a1, aq, ..., ak, azaz a polinom gydktényezss alakja

(x — 20)" (x — 22)*% ... (& — 25)*F,

akkor a sorozat n-edik eleme

(1) pn = a1(n)z] +az(n)zy + -+ ap(n)zy

alaku, akol a;(n) valamilyen «;-nél alacsonyabb foka polinom, és megforditva: ha a sorozat ilyen alaku, akkor
teljesiil ra a rekurzié.
Esetiinkben p egyik gyoke (legyen ez z1) az 1, és ez egyszeres gyok:

5 4 3 2 1
A t6bbi gyok 1-nél kisebb abszolat értéki, mert |z| > 1 esetén |p(z)| > |2|® — |z|> > 0, és egyenléség csak akkor
van, ha = 1. Mindezekbdl kovetkezik, hogy a; konstans polinom, és (1) tobbi tagja 0-hoz tart. A feladat tehat aq
meghatarozasa lehet6leg a tobbi gyok kiszamitasa nélkiil (ami gyakorlatilag lehetetlen).
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Legyen g, = as (n)zg +---tag (n)z,% = pn —aq. Erre a sorozatra a fentiek szerint teljesiil a gn45 4+ =@nita + =qnts +

6
§ + 2 + 1 = 0 rekurzi6é. Mivel p; = l = l = ﬁ = —343 = —2401 = —16807 ebbdl e
6qn+2 6qn+1 6qn = - p1= 6’ p2 = 367 p3 = 216’ Pa = 1296 ps = 7776 Pe = 16656 gy

egyenletet kapunk a;-re:
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5 <m‘al> *5 (%““) *% (6_“1) =0
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Rendezve: 1 — —a; =0, azaz a1 = —.

Ha nem akarunk tortekkel szamolni, a sorozatot visszafelé, nem povitiv indexekre is kiterjeszthetjiik:

po=1 pa=pao2=p3=pa=p5=0,
és ezaltal

5 4 3 2 1 7
(1—a1)+6(0—a1)+6(0—a1)+E(O—al)—i—E(O—al)—i—g(O—al):1—§a1:0.

Most megbecsiilhetjiik a konvergencia sebességét. Mivel
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a {gn} sorozatra teljesiil a
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rekurzi6. Kovetkezésképp a |gni6| < 30 max(|gn|, [gn+t1l,- - - |gnts|), amibol nem nehéz teljes indukcioval bebizo-
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nyitani, hogy . Ezzel példaul pigo-ra az
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P1oo — ?‘ < <%) < 1077 becslést kapjuk, azaz
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p1oo mAr csak a 8-adik tizedesjegyben térhet el a 2/7-t61.
*
Arra, hogy a sorozat hatarértéke miért éppen 2/7, nem nehéz heurisztikus meggondolast adni. A 1épések egyforma
valészintiséggel 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 hosszusiguak, egy ,atlagos” lépés hossza tehat 3,5. Ez pedig azt jelenti, hogy a
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mezdknek ,atlagosan” a - részére 1épiink ra, tehat egy mezdére koriilbeliil — valdszintiséggel.

2| = Jgul <
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Kos Géza



