A klasszikus Pitagorasz-tétel allitasa — a derékszogi haromszog befogdinak hossznégyzet-Gsszege egyenls az atfogd
hossznégyzetével — gy is fogalmazhatd, hogy a sikvektorokon értelmezett hossznégyzet fliggvény az egymaésra me-
r6leges vektorok Gsszegéhez a tagokon felvett értékek Osszegét rendeli, vagyis a mer6leges vektorparokon Gsszegtarté.
Ez azt jelenti, hogy az E sikon (kétdimenzios eulkideszi téren) értelmezett f : E — R, (R a valos szamok halmaza)
f(z) = |z|? fiiggvényre

(1) fe+y) =f@)+fly), wyek xzly

teljesiil. Ha most ebben az egyenletben a fliggvényt tekintjiik ismeretlennek, akkor azt kérdezhetjiik, milyen més
[+ E — R valos fiiggvényre teljesiil még a Pitagorasz-tétel allitdsa a hossznégyzeten kiviil? Amennyiben kideriilni,
hogy lényegében nincs egyéb ilyen fiiggvény, az a Pitagorasz-tétel egy sajatos megforditasat jelentené.

Az efféle egyenleteket, amelyekben szamok vagy vektorok helyett éppenséggel a benniik el6fordulé fiiggvények az
ismeretlenek, fiiggvényegyenleteknek szokas nevezni. Egyenletiink abbdl a szempontbol is sajatos, hogy a valtozok
nem minden lehetséges értékparjara teljesiil, csupan a merdleges vektorparokra. Ezért most feltételes vagy korldtozott
érvényt egyenletekrsl beszéliink.

Probéljuk elGszor f-et néhany kiilonosen ,,j¢” merédleges vektorpar segitségével jellemezni. Legyen ezért u és v két
mer6leges egységvektor E-ben. Ekkor u+v L u—wv, és igy (1) alapjan minden a, 8 € R esetén a kévetkezSkre jutunk:

fla+Pu) + f((a=B)v) = f(la+ Blu+ (o= B)v) =
= fle(u+v) 4+ Bu—v)) = flalu+v)) + f(B(u—v)) =
= flau+ av) + f(Bu — Bv) = f(au) + flav) + f(Bu) + f(=Fv).

Tehat az origon athaladd w, illetve v irdnyvektoru egyenesekre lesziikitett (valos valtozos) fu, fo : R — R, az
fu(X) = f(Q), fu(u) = f(uv) képletekkel értelmezett fliggvényeink egy minden «, 5 € R szamparra teljesiils, vagyis
korldtlan érvényi egyenletnek tesznek eleget:

(2) fula+B) + fola = B) = fula) + fu(B) + fo(@) + fo(=5).

A megjelens —f argumentum okan sokkal tobbet mondhatnank f-rél, ha ismernénk a fliggvény parossagat. Viszont
barmely valos fliggvény felbonthato egy paros és egy paratlan fliggvény Osszegére:

fl@)+ f(=2) | flz) - f(-=
oy = LI @I gy

Itt tehat g paros fiiggvény, vagyis g(—z) = g(x) minden x € E-re, h pedig paratlan, vagyis h(—z) = —h(z) minden
x € E-re. Ugyancsak egyszeri szamolas mutatja, hogy mindkett6 megoldasa a kittizott (1) egyenletiinknek. Igy azutan
f péaratlan része, h (pontosabban h, és h,) szintén teljesiti a (2) egyenletet, azaz minden «, 8 € R esetén

(3) hu(a + ﬂ) + hv(a - 6) = hu(a) + hu(ﬂ) + hv(a) + hv(_ﬂ)

Ezutan o és (B szerepét felcserélve:

(4) hu(ﬁ + a) =+ hv(ﬂ - O‘) = hu(ﬁ) + hu(a) + hv(ﬂ) + hv(_a)'

kovetkezik, majd ezeket a (3) és (4) egyenlGségeket Gsszeadva és kozben kihasznélva a h, fliggvény paratlan tulaj-
donsédgat, a minden «, 8 € R esetén teljesiilé

2y + B) = 2hy (@) + 2h,(B)

egyenletet kapjuk. Ez azt jelenti, hogy h, Osszeghez a tagokhoz rendelt értékek Osszegét rendeli, vagyis dsszegtarto,
idegen szoval additiv. Az additiv fiiggvények szintén egy fiiggvényegyenlet megoldasai, mégpedig a nevezetes

(5) a(z +y) = a(x) + a(y)

Cauchy-féle egyenleté. Ezen az alapon az (1) egyenlet megoldasait merdlegesen additiv figgvényeknek mondhatjuk.

Megragadva az alkalmat, tegylink most egy kis kitér6t, hogy az a additiv fiiggvény néhany alaptulajdonsagat
szamba vegyilik — tekintet nélkiil arra, hogy az E sikon, vagy éppen az R szdmegyenesen értelmezett. Nos, ha n € N
egy tetszOleges természetes szam, akkor a valtozé minden rogzitett x értékénél az aldbbi Gsszefiiggéseket kapjuk:



a(2z) = a(x + z) = a(x) + a(z) = 2a(x),
a(3z) = a2z + z) = a(2z) + a(z) = 2a(z) + a(z) = 3a(z),

és igy tovabb, egészen az

a(nz) = a([n — 1]z + z) = a([n — 1]z) + a(z) = (n — 1)a(x) + a(z) = na(x)

egyenléségig (a pontos bizonyités teljes indukcioval torténhet). Igy azutdn barmely m € N-re

o) a(nZ) < ma(2)

a (E) = ia(a:).

m m

kovetkezik, és ezért

Ez azt jelenti, hogy minden pozitiv ¢ = n/m raciondlis szdm esetén

algr) =a (n%) =n-a (%) = n%a(m) = qga(x)

teljesiil. Mivel az a(0) = a(0 + 0) = a(0) + a(0) Osszefiiggéshdl a(0) = 0 kovetkezik, és 0 = a(0) = a(z — z) =
a(x) 4+ a(—x) szerint a paratlan fliggvény, a negativ racionalis szamokra is teljesiil a fenti Gsszefliggés:

a([—glz) = a(—qz) = —a(qr) = —[q - a(z)] = [~qla(x).

Az additiv fliggvényekre valo rovid kitekintés utan térjiink vissza a h fiiggvényhez, f paratlan részéhez. Az u és v
vektorok szerepének felcserélésével nyilvan h, additivitasat is belathatjuk, igy azutan tetszéleges =,y € E esetén az
x =&u+ &, y = mu + v elGallitdsok és h merdleges additivitdsanak segitségével szamlohatunk tovabb:

h(z +y) = h([§1u + §u] + [mu + n2v]) = A([& + mu + [2 + ne2]v) =
= h([& +mlu) + h([&2 + nu2v) = hy(& +m) + ho(§2 +n2) =
hu(§1) + hu(m) + ho(82) + ho(n2) = h(§1u) + h(€v) + h(mu) + h(n2v) =
h(&u + &) + h(mu + n2v) = h(z) + h(y).

Ezzel belattuk, hogy az f paratlan része mindig additiv fiiggvény, feltétel nélkiil.
Lassuk most a g paros rész fliggvényt, amelyre szintén teljesiil a korlatlan érvényi (2) egyenlet.Helyettesitsiink
tehat a g-re felirt (2) egyenletbe o = 8 = A-t, illetve a = — 3 = A-t. Ekkor

Gu(2X) + gu(0) = 294 (N) + 29, (N),

illetve

9u(0) + gu(2X) = 2gu(A) + 2g4(N),

amib6l g, (2X) = ¢, (2A) kovetkezik minden A € R esetén. Konnyen lathato ugyanis, hogy egy merdlegesen additiv
fiiggvény a nulla helyen eltinik, ezért g,,(0) = ¢,(0) = 0. Vagyis a g,, és g, fiiggvények azonosak. Ez viszont g parossaga
miatt azt jelenti, hogy a (2) egyenlet

gu(a+ﬂ)+gv(a—[3):29u(a)+291,(ﬂ), o‘aﬂERa

alakba irhat6. Vegyiik észre, hogy ugyanez az egyenlGség teljesiil a vektorok hossznégyzetére is, ami nem egyéb,
mint a nevezetes paralelogramma egyenl&ség:

lz+y? + |z —y]> =20z +2ly[*>, x,y€E.

Ennek szellemében négyzetes, vagy idegen széval kvadratikus fliggvényrél beszéliink, ha megoldasa a nevezetes

(6) bz +y) +b(x —y) = 2b(x) + 2b(y)



Jordan-von Neumann-féle fiigguényegyenletnek. (Neumann Jénos, 1903-1957, a XX. szazad egyik legjelent&sebb
magyar matematikusa, aki tudomanyos tevékenységét foként az Egyesiilt Allamokban fejtette ki a jatékelmélet, al-
gebra, funkcionalanalizis, szamitégéptudomany és kvantummechanika teriiletén. Itt a bels6 szorzat tereket jellemzé
normanégyzet egyenletét idéztiik P. Jordannal k6z6s cikkébdl.)

Megallapithatjuk tehat, hogy fiiggvénylink paros részének lesziikitése az w irdnyvektord egyenesre (pontosabban
gu) kvadratikus fiiggveény, és nyilvan ugyanez érvényes g, = g,-ra is. Ezért azutan ha © = & + {av és y = mu + v
ismét tetszéleges vektorok az F sikon, akkor g mer6leges additivitasat is felhasznalva:

9@ +y) +9(x —y) = g((§gu + &) + (mu +n2v)) + 9((§1u + E20) — (mu +1720)) =
=g((& +m)u+ (&2 +m2)v) + g((& — m)u+ (&2 —n2)v) =
= g((& +m)u) + g((&2 +m2)v) + g((& — m)u) + 9((&2 — n2)v) =
= gu(&1 +m) + gu(§s —m) + g€ +12) + gu(§2 —m2) =
= 29u(&1) +2gu(m) + 29.(&2) + 294(n2) =
= 2(g(&1u) + 9(&2v)) + 2(g(mw) + g(n2v)) =
= 2g(&1u + &) + 29(mu + n2v) = 2g9(x) + 29(y).
Tehét fiiggvényiink paros része feltétel nélkiil kvadratikus az F sikon. Ezzel belattuk elsé tételiinket:
1. Tétel. Ha f : E — R merdlegesen additiv fiigguény, akkor egqy additiv és eqy kvadratikus fiigguény dsszege.
Erdekes, hogy barmennyire elemi szamolassal jutottunk is erre a szép eredményre, az csak a legijabb kutatasok
melléktermeéke (lasd [2]). Azt is vegyiik észre, hogy szamitasainkban mindeddig csupan a Au L pov és A(u+v) L p(u—wv)
(A, p € R) alakt mer6leges vektorpéarok jatszottak szerepet, vagyis az (1) feltételes egyenletiink érvényét meég jelentSsen
korlatozhatnank anélkiil, hogy igazsagat vesztené tételiink.
*
Kittzott feladatunk azonban még tavolrél sincs megoldva: az additiv fliggvények ugyan nyilvan megoldésai az (1)
egyenletnek, a kvadratikusakrol azonban nem mondhatjuk el ugyanezt. Tekintsiik példaul a

g(§1u+ &v) = 616, Gru+&u e E,
fliggvényt, amely kvadratikus, hiszen x = &u + &v, y = mu + n2v € E esetén

glx+y)+g(x—y) =g((&r +m)u+g(& +n2)v) + g((& —m)u+ & —n)v) =
= (& +m)(&+m2)+ (& —m)(& —n2) =268 + 2mn2 = 29(x) + 29(y).

Viszont g az egyméasra mer6leges u és v vektoron nem additiv:

glu+v)=1-1#1-04+0-1=g(u) + g(v).

Valéjaban a paros megoldasokrol azt is be lehet latni, hogy értékeik nem magukbol a vektoroktél, hanem csak
hosszuktol fiiggnek. Ha ugyanis =,y € F és |z| = |y|, akkor (z +y)/2 L +(x —y)/2, és igy a péarossag felhasznélasaval

- o220 (220) g (552 -
—9<I;y>+g<_x2+y) —g<$;y+_$2+y> =9(y).

Persze ugy is felfoghatjuk, hogy ¢ a vektorok hossznégyzetétdl fligg csupan, vagyis

g(x) =~(a*),  w€E,

valamely v : R4 — R fiiggvénnyel. Viszont tetszéleges A\, u € R esetén Au L pu, amibdl a Pitagorasz-tétel és a g
mer6leges additivitasa alapjan

YN 4 12) = (Ml + o) = y([Au+ pol?) = g(hu + ) = g(Au) + g(uv) =
= (ul?) +(|v]?) = v(W) + 7 (1?)

kovetkezik, vagyis v additiv fiiggvény a nemnegativ valés szamok R, halmazan. Emlitést érdemel, hogy az egész
szamegyenesen additiv fiiggvényhez jutunk, ha ~-t péaratlan fliiggvényként terjesztjiik ki R-re. Tehat a hossznégyzet
additiv fliggvényeire pontosithatjuk a paros, merélegesen additiv fiiggvények leirasat. Mivel egyszerd behelyettesitéssel
meggy6zidhetiink rola, hogy az ilyen fliggvények valoban merélegesen additivak, a kovetkezd jellemzéshez jutottunk:



2. Tétel. Az f: E— R fiigguény pontosan akkor merdlegesn additiv, ha

f@)=7(z) +a(z), z€E,

alakba irhato, ahol v : R — R és a: E — R additiv fiigguények.
Lathato, hogy a Pitagorasz-tétel fent emlitett sajatos megforditasahoz tovabbi feltételekre van sziikség. Ilyen lehet
a hossznégyzet nemnegativitasabol szarmazo

f(z) >0, zq € E,

természetes feltevés. Ekkor minden rogzitett © € E esetén tetszbleges n természetes szamra

=1 Q)= (B e (=

n?2 n

és

_ _r? _ 2 _

0<f(—x) ﬂ(_x >+a(_x) _ 2(la) | za(x)

X n n n n

teljesiil, amibél
2 2
) _ iy < 2,
n n

azaz |a(x)| < v(|z|?)/n kovetkezik. Mivel itt n barmilyen nagyra valaszthato, a(z) = 0 az egyetlen lehetség, vagyis
a megoldas paratlan része elttinik.

Térjiink most 14 a paros rész vizsgalatara. Mivel f(z) = v(|z|?) nemnegativ, azért v(\) > 0 minden A > 0 esetén.
Ha v nem azonosan nulla, akkor van olyan Ag > 0 szam, hogy v(\g) > 0. Ezutan megmutatjuk, hogy

(7) Y(edo) =0-7(Xo), o€R.

Tegyiik fel ennek ellenkezgjét, vagyis hogy valamely o valos szdm esetén v(oAo) = o - y(Ao), o # o. Ekkor o és
o kozott valaszthatunk egy ¢ raciondlis szdmot, hiszen barmely két kiilonb6z6 valos szam kozott van racionalis. Igy
azutan vy additivitasat figyelembe véve

o - v(Xo) =v(eXo) = v(gho + [0 — qlho) = ¥(gro) + (2 — gl o),
vagyis a § = ¢ — q jeloléssel

Y(0X0) =0 -¥(Ao) = q-¥(Ao) = (0 —q) - ¥(Xo)-

Ha most o < ¢ < g, akkor d\g > O-ra v(d\g) < 0, ha pedig 0 < ¢ < o, akkor —d)\g > 0-ra v(—dX\g) < 0, vagyis
mindkét esetben ellentmondasra jutottunk, igazolva ezzel a (7) Osszefliggést, amit most mar a Ag = 1 valasztassal
atirhatunk a

Y(A) = A-v(1), AER,

alakba, hiszen (1) = v((1/X0)Xo) = (1/X0)v(Ao) szintén pozitiv. Tehat a nemnegativ megoldasok a hossznégyzet
nemnegativ skalarszorsai:

fl@) =) =+(1) 2>, z€F.

(Ez nyilvan akkor is érvényes, ha a « fliggvény azonosan nulla.) Ezzel a Pitagorasz-tétel alabbi megforditasat
bizonyitottuk:

3. Tétel. A hossznégyzet az egyetlen olyan nemmegativ, merélegesen additiv fiigguény, amelynek értéke valamely
egyséquektoron éppen 1.

Erdekesség, hogy Pitagorasz munkéssagat kovetSen kozel 2500 évnek kellett eltelnie, mignem valakinek eszébe
jutott egy ilyen megforditas lehetGsége (lasd Gudder—Strawther [1]).

Befejezésiil térjiink vissza kiindul6 szamitasainkhoz és tegyiik fel, hogy az E sikon 6nkényesen jeloltiik ki a ,merd-
legesnek” tekintett vektorparokat azzal a megkotéssel, hogy ha (z,y) a kijeloltek kozott van, akkor minden (A, uy)
vektorpéar is ki van jeldlve (A, u € R). Ekkor azt mondjuk, hogy egy homogén merdlegességi relicidt értelmeztiink az
E sikon. Jeloljiik ezt F-vel, megkiilonboztetve a szokdsos mer6legességtSl. Szamitasainkbol kitlnik, hogy ha van két
olyan u és v vektorunk, amelyekre u - v és u + v F u — v, vagyis (u,v) és (u + v, u — v) kijelolt vektorparok, akkor a
paratlan, ,merdlegesen” additiv fliggvények éppen a feltétel nélkiil additivak, mig a paros g megoldasok a kvadratikus
b= g, : R — R filiggvénnyel



(8) g(x) = g(&1u + &u) = b(&1) + b(&2), r=&u+&ueE,

alakba frhatok. Ha a (Au, uv) és (Alu + v], u[u — v]) jelentik az Osszes kijelolt ,merdleges” vektorpart (A, p € R),
akkor konnyen ellendrizhets, hogy a (9) alaku fiiggvények mindegyike paros és ,merdlegesen” additiv, vagyis az adja

az altalanos paros megoldéast.
Amennyiben elkezdjiik béviteni a ,mer6leges” vektorparok korét a homogén tulajdonsag megsrzésével, akkor a

péros megoldasok halmaza sziikiil, hiszen egyre tobb feltételt kell teljesitenie minden megoldasnak. Minden esetre a

g(z) = g(Gu+ &) =& + 63, r=¢&u+&ueE,

fiiggvény valodi paros megoldas marad mindaddig, amig csakis a

&im+&m =0

feltételt teljesits (x,y) = (&1u + &2v, mu + nav) vektorparokat vessziik be a ,merdlegesek” kozé.
Mihelyt azonban ezekt6l eltérd vektorpart is kijeloliink ,merglegesnek”, maris elttinik minden péaros, a [0, u] szaka-
szon korlatos, ,mer6legesen” additiv fiiggvény.
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