Ismert feladat a kovetkezdl:

Jeldljiik a p(z) polinom abszolit értékének maximumdt a [-1;+1] zdrt intervallumon M,-vel. Melyik p(z) = x*+az+b
alaki mdsodfokd polinomra lesz M, minimdlis?

Sokféleképpen el lehet indulni a megoldéassal. Szemléletesen arrol van szo, hogy az x — p(z) fliggvény grafikonja
felfelé all6 parabola, amelynek pl. @ > 0 esetén a negativ félegyenesen van a cstcsa, s igy a [0; 1] intervallumon biztosan
monoton nd. Novekedése p(1) —p(0) = 1+ a nagyobb 1-nél, s ez csak gy lehet, ha vagy p(1), vagy p(0) abszolut értéke
nagyobb 1/2-nél. Az a < 0 eset teljesen szimmetrikus: az y-tengelyre kell tiikrozni. Ha végiil a = 0, akkor p(z) = 2% +b
alaku, az ilyen egyenleti parabola a [-1; 0] intervallumban cs6kken, a [0; 1] intervallumban ndé, tehat M, a |p(—1)|,
Ip(0)| és |p(1)] értékek koziil a legnagyobb. b = —1/2 esetén mindharom abszolut érték 1/2, tehat M, = 1/2. A b
barmely mas értéke mellett a harom abszolat érték kozil legalabb egy nagyobb 1/2-nél, tehat M, > 1/2. A kévetkez6
allitast kaptuk:

1
2 3 polinomra

1
1. Barmely p(x) = z? + ax + b alakd mdsodfoki polinomra M, > 3 Egyenldség csak a p(x) = x
van.
Az a > 0 és a < 0 eset szétvalasztasat megtakarithattuk volna a kovetkez6 — inkabb algebrai — oGtlettel:

2. Ha p(z) 1 f()'egydtthatéj, és fokszama pdros, akkor a

_ pl@) +p(=2)
(1) (o) = BB

polinom foka azonos p fokdval, féegyiitthatdja 1, és q-ban csak pdros tagok szerepelnek nulldtol kilénbézd egyiittha-
toval. Ha p fokszama pdratlan, akkor az

o) ) — Px) =)

polinom fokszdma azonos p fokdval, féegyiitthatdja 1, r-ben csak pdratlan foki tagok szerepelnek nulldtol kilénbézd
egyitthatoval. Fenndll tovabbd az M, > M, és az M, > M, egyenldtlenséy.

Az egyiitthatokra vonatozé allitasok nyilvanvaloak. AZ egyenlGtlenségek pedig az Gsszeg és kiilonbség abszolut
értékére vonatkozoé egyenlétlenségekbdl kovetkeznek:

Ip(x) £ p(=2)| < |p(z)] + |p(=2)| < 2M,.

Ha p(z) = 2® + ax + b, akkor q(x) = 2 + b, igy a most bizonyitottak szerint elég p(z) = z* + b alakt plinomok
kozott keresni M, minimumadt. Ha p(z) ilyen alakd, akkor minimuma p(0) = b, maximuma a [-1; 1] intervallumban
p(1) =p(—=1)=1+b, igy M, > |b| és M, > |1+ b|. Ha b # —1/2, akkor |b| és |1 + b| koziil legalabb az egyik nagyobb
1/2-nél, tehat M, is, b = 1/2 esetén M,, = 1/2. Ezzel tjabb, de ez alkalommal csak majdnem teljes bizonyitast adtunk
az 1. allitasra. (Erdemes meggondolni, hol hidnyos ez a bizonyitas, és hogyan lehet a hiadnyt potolni. A kérdésre késsbb
meég visszatériink.)

Az els6 bizonyitasban sziikségiink volt polinomok abszolut értékeinek maximuméra més intervallumokban is, s
erre a tovabbiakban is sziikségiink lesz. Ezért bevezetjiik a kovetkezd jelolést: M,[a,b] jeloli a p polinom abszolut
értékének az [a, b] intervallumon felvett maximuméat. (Mivel a polinomfiiggvények az egész szamegyenesen folytonosak,
ez a maximum létezik.) M,[—1; 1] nyilvan M,-vel egyenld.

Az eredeti feladat altalanosan is megfogalmazhato:

Az 1 féegyiitthatdji n-edfoki p(x) polinomok kozil melyikre minimdlis My|a, b]?

Vagyis: melyik n-edfoka 1 f6egyiitthat6ji polinomnak legkisebb a legnagyobb eltérése az azonosan 0 fiiggvénytsl
az [a, b] intervallumban, tehat melyik fér bele a legkisebb, az z-tengelyre szimmetrikus savba?

A kérdés 6nmagaban is érdekes, és fontos szerepe van a matematika tobb agaban is. A kdvetkezSkben erre fogunk
vélaszt adni. Mindenekel6tt négy megjegyzést fiizlink hozza:

1) Korantsem magatol értet6ds, hogy wan olyan n-edfoku 1 f6egyiitthatoju polinom, amelyre Mpy[a, b] minimdlis.
Eleve csak azt tudjuk biztosan, hogy Mp[a,b]-nek van alsé korlatja, hiszen minden p-re M,la,b] > 0. Van tehat
olyan legnagyobb als6 korlat is — jeloljiik a tovabbiakban m,[a, b]-vel —, amelyre igaz, hogy ha p 1 fSegyiitthatoju
n-edfokt polinom, akkor My[a,b] > my,la,b]. Egyaltalan nem biztos azonban, hogy van olyan polinom is, amelyre
Mpla,b] = myla,b], vagyis nem biztos, hogy ezt a legnagyobb als6 korlatot M,[a,b] el is éri. n = 2-re mindkét

bizonyitasbol kideriilt, hogy — legalabbis a |-1; 1] intervallum esetében — ma[—1,1] = 3’ és van ilyen polinom: az

1
2 — 3 polinom. (Az els§ bizonyitas kovetkezmeénye az is, hogy tobb ilyen polinom nincs. A masodik bizonyitasbol csak

1 1
annyi lathato, hogy a kapott 2 — 3 polinom egy, a minimalis m,, = 3 értéket szolgaltato polinom, de nem bizonyitottuk,

LA hetvenes években a KMalL-ban is szerepelt, mint olimpiai el6készit6 feladat
2Egy polinom fSegyiitthatojanak a legmagasabb foku tag egyiitthetojat nevezziik.



hogy t6bb ilyen nincs.) Itt jegyezziik meg azt is, hogy n = 1-reis van ilyen polinom: kénnyen ellendrizhets, hogy mi = 1,
és az x polinom az egyetlen minimalis polinom. Itt és a tovabbikaban m,[—1;1] helyett roviden m,,-et irunk.

2) Megmutatjuk, hogy az altalanos [a, b] intervallum esete visszavezethetd a [-1,1] intervallumra. Nyilvanval6 ugyan-
is, hogy a p(x) polinom értékkészlete az [a, b] intervallumon megegyezik a t(x) = p(cz 4+ d) polinom értékkészletével a

b— b
) a, d= %; c és d értékét igy valasztva tehat Mpy[a,b] = M,. Ha p(z) n-edfoku és {6-
t

egyiitthatoja 1, akkor a ¢(z) polinom is n-edfoku és fGegyiitthatoja c*, az s(x) = Hz) polinom tehat 1 f6egyiitthatéju

123

M,  Mya,b]

n-edfokt polinom, s abszolit értékének maximuma a [-1,1] intervallumon — = ————. Minden [a, b]-n értelmezett 1
c c

[-1,1] intervallumon, ha ¢ =

féegytitthatoju n-edfoka polinomhoz hozzarendeltiink tehat egy [-1,1]-en értelmezett 1 f6egyiitthatoja n-edfoka s po-
Mp[a’a b]

—— . Ez a hozzarendelés nyilvan kolcsonosen egyértelmd (az s polinombol is egyérletmiien
c

linomot, amelyre My =

my|a, b]

c’ﬂ

vissza tudunk kévetkeztetni a p polinomra), ezért azt kaptuk, hogy m,, = . Ide ¢ értékét beirva a kovetkezst

kapjuk: "
_ onMala,b
3. my, =2 (b—a)”'

3) A fGegyiitthatora tett kikotésre sziikség van, ha nem tesziink ilyen kikotést, akkor — minden egyiitthatot
megfelelGen kis pozitiv szamnak valasztva — az abszolut érték maximuma egy adott intervallumban tetszGlegesen
kicsi lehet. Nyilvanvalo, hogy ha pl. kikétjik, hogy a féegyiitthatd legyen nagyobb vagy egyenls, mint a, (a > 0),
akkor elég azokat a polinomokat vizsgalni, ahol a fGegyiitthatoé pontosan a. Az ebben az esetben kapott abszolutérték-
maximum pedig pontosan 1/a-szorosa annak, amit arra az esetre kapunk, amikor a fGegyiitthaté pontosan 1.

4) El6rebocsatunk még egy altalanos megjegyzést. Szemléletesen is nyilvanvalo, hogy egy magasabb fokd polinom
»jobban oda tud simulni” az z-tengelyhez, mint egy alacsonyabb foku. Vagyis:

4. my, > Mp41, tehdt az my, ma, ... My, ...sorozat monoton csékken.

Ez az allitas kovetkezik abbol, hogy ha p n-edfoka 1 f6egyiitthetoju polinom, akkor s(x) = zp(x) olyan (n + 1)-
edfoku 1 fGegyiitthatoju polinom, amelyre M, > M,. Ez utobbi egyenlGtlenség pedig kovetkezik abbol, hogy |z| < 1
és p(a)| < M, igy [ep(@)] < M,

Miel6tt ratérnénk m, értékének és (egy) minimalis polinomnak a megkeresésére az altalanos esetben, még meg-
vizsgaljuk az n = 3 esetet.

Legyen p(z) = 23 + az® + bx + ¢ alaka. Olyan p polinomot keresiink tehat az ilyen alakiak koziil, amelyre M,
minimlis. Ha p(z) minimélis, akkor a (2)-ben definialt r(z) polinom is az, hiszen M, < M, a 2. allitas szerint, s
itt p minimalitdsa miatt csak egyenlSségjel allhat. Ezért elég olyan polinomokat vizsgalnunk, amlyek p(z) = 2® + ba
alaktiak. Az ilyen polinomokra p(x) = —p(—=x) (vagyis pdratlan fiiggvények), tehat abszolut értékiik maximumaét a [-
1,1] intervallum helyett elég az I = [0, 1] intervallmon vizsgalni. Ezen az intervallumon az x — p(z) = 2° 4 b fiiggvény
konvex], tehat maximumat az intervallum valamelyik végpontjiban veszi fel. p(1) = 1+ b, p(0) = 0. Kézenfekvs az
intervallum ,kozepén” is megvizsgalni a fiiggvényt, mert ,yalahol ott” lesz a minimuma.

1 1 b 3 1 1
Tekintsiik tehat a p (—) = — + — értéket. Ez az érték b < 1 esetén kisebb, mint L tehat ez esetben M, > T

2 8 2
3 1 1 3
Ha viszont b > - akkor p(1) = 1+b > T tehat ez esetben is M, > 1 adodik. Azt kaptuk, hogy a b = ~1 eset
1 3 3 1
kivételével M, > 1 Marad a b = ~2 eset. Ekkor p(z) = 2% — Zx maximuma p(1) = T minimuma — mint az pl.

1 1
derivélassal konnyen lathaté — éppen az = = 3 helyen van, T Ezzel majdnem teljesen — belattuk a kovetkezd
allitast:

5.ms3 = 7 és egyenldség csak a p(x) = x°

3x .
-7 polinomra van.

3

3
Valojaban azt még nem lattuk be, hogy csak a p(x) = 2° — Zx polinomra allhat egyenléség, minddssze azt lattuk

be, hogy az z® + bz alaku polinomok kozott nincs mas, amelyre egyenlség all. A fenti bizonyitasban kideriilt, hogy

érdemes a harmadfoku polinomokat az x = —1, —5 3 1 helyen vizsgalni. Ennek alapjan egy rovidebb — és immér

teljes — bizonyitast adhatunk az 5. allitasra:

|

Legyen p(x) = 2 + ax? + bx + c tetszoleges 1 féegyiitthatoju harmadfoki polinom, és tegyiik fel, hogy M, <
Ekkor

)

N~

12+20] = | = p(=1) +p(1)| < [p(=1) +p(1)] <

és

3Mert = > O-ra az = — z° fliggvény konvex, és egy line4ris — tehat konvex — fliggvényt adunk hozza.



tehat
1 1 b 1
140 <= ¢ -+ - <=
|+|_4 és ‘84—2‘_4
Mint az els6 bizonyitasban méar lattuk, ez csak b = —— esetén teljesiil.

. 1
Irjuk be a kapott b értéket a polinomba. Ekkor p(1) = 1 + a+ ¢, s ennek abszolut értéke csak akkor nem nagyobb

1 1 1

Z—nél, ha a + ¢ > 0. Azt kapjuk, hogy a + ¢ = 0, a = —c. Most ugyanezt végigcsinalva, p (§> =1 + Z + ¢ és
1 1 1

P (—5) =-1 + % + ¢, mindkett6 abszolat értéke csak akkor nem lesz nagyobb Z—nél, ha % = —c. Mindkét feltétel

a-ra és c-re pedig csak agy teljesiilhet, ha a = ¢ = 0. Ezzel az 5. allitast teljesen belattuk.

Most megmutatjuk, hogy az n = 2 esetbdl hogyan kiovetkezik az n = 4 eset. A bizonyitas eleje hasonloé az n = 3
esetéhez. Legyen p(x) = x* 4 az® + bx? + cx + d. Azt a p polinomot keressiik az ilyen alaktiak kozott, amely abszoltt
értékének maximuma a legkisebb. Ha p ilyen minimalis polinom, akkor a 2. allitas szerint az (1)-ben definialt ¢(x) =
z* 4 bz? + d polinom is az. Erre a polinomra viszont igaz, hogy ¢(z) = ¢(—x) (a fiiggvény pdros), tehat az abszolut
érték maximumat a [-1,1] intervallum helyett most is elég az I = [0, 1] intervallumon vizsgélni. Helyettesitsiink most

1 . 1)2 1 1
x helyébe z = \/%—t. Igy a P(z) = (Z—Z ) + bz—; +d = 1(22 +2(1+b)z + 1+ 2b + +4d) méasodfoka

polinomot kapjuk. Ha z a |-1,1] intervallumon fut végig. akkor z éppen az I intervallumon fut végig. Masrészt a 4P(z)
polinom 1 fSegyiitthatoju méasodfoka polinom, tehat ha z a [-1,1] intervallumon valtozik, akkor abszolut értékének
maximuma az 1. allitas szerint legalabb 1/2. Azt kapjuk tehat, hogy van olyan x I-ben, tehat olyan z [-1,1]-ben,

1 1
amelyre p(x) = P(z) > 3 Ebbsl kovetkezik, hogy M, > 3

Gondolatmenetiinket visszafele kovetve konnyen konstrudlhatunk olyan 1 f6egyiitthatdju negyedfoku p polinomot,

1
amelyre M, = 3 Ehhez mindssze annyi kell, hogy 4P(z) abszolat értékének a maximuma pontosan 1/2 legyen, hiszen
1
ekkor P(z), s igy p(x) abszolut értékének maximuma is pontosan A lesz. Vagyis — az 1. éllitast felhasznalva — az

1 1
kell, hogy 4P(z) = z — 3 alaku legyen, vagyis b= —1és d = 3 legyen. A kovetkezé allitdshoz jutottunk:

4

1 L 5 1 )
6. my = —, és egyenldség csak a p(x) = a* —x° + 3 polinomra van.

Ismét nem bizonyitottuk, hogy mas p polinomra nincs egyenl&ség, de ennek a bizonyitadsa megint ugyantgy megy,
mint az n = 3 esetben, ezért az olvasoéra bizzuk.
Nézziik végig, hogy mit ad a fenti okoskodas az altaldnos esetben. Legyen

p(x) =2*" + agn12”" "+t apa® 4+ -+ ag.

Ekkor

q() = 22" + agn—22®" 2 + -+ + agr® + - + a2z + ao,
és M, < M, a 2. allitas szerint. Masrészt ¢ paros fliggvény, tehat M, = M,[0,1]. Végiil azt is tudjuk, hogy ha z2
. 2+1
helyébe

-t frunk, akkor a kapott

+1 +1)n + 1)t +1
t(Z)—q( : >—(z )+a2n72u+-~-+azz2 +ao

2 on 2n—1

n-edfokn 2% féegyiitthatoja polinom, és ha z végigfutja al-1,1] intervallumot, vagyis ¢ értékkészlete a [-1,1] interval-
lumon azonos az eredeti ¢ polinom értékkészletével az I intervellumon. Ebb6l kovetkezik, hogy My = M,[0,1] = M,. Az
1 f6egytitthatoju n-edfoka 2"¢(z) polinom abszolut értékének a maximuma a [-1,1] intervallumon tehat 2" M, = 2" M,.

Tekintsiik most a q(x) <> 2"¢(z) hozzarendelést. Ez minden 2n-edfoku 1 f6egyiitthatoji ¢ polinomhoz egyértelmten
hozzarendel egy n-edfoku 1 fGegyiitthatoju polinomot, amely abszolat értékének maximuma a [-1,1] intervallumon
2" M,. A hozzérendelés kolcsondsen egyértelmi, hiszen a 2"¢(z) polinombél a z = 22 — 1 helyettesitéssel majd 2"-nel
osztva visszakapjuk az eredeti ¢(z) polinomot. Ha tehat vessziik az Osszes 2n-edfoka 1 fGegyiitthatoju g(z) alaku
(paros) polinomot, Is tekintjiik mindegyikre az M, értékét, akkor ezek legnagyobb also korlatja éppen mo,,. Masrészt a
hozzéarendelt 2"t polinomok halmaza éppen az 6sszes n-edfokt 1 f6egyiitthatoju polinomok halmaza lesz, s ezeknél az
abszolut érték maximumaéanak legnagyobb alsé korlatja éppen m,,. De ezek az abszolat érték maximumok megegyeznek



a ¢-khoz tartozé abszolut érték maximumok 2"-szeresével, tehat legnagyobb also korlatjuk is megegyezik azok alsod
korlatjanak, azaz ma,-nek a 2"-szeresével. Ebbdl kovetkezik, az alabbi allités:
222 — 1
7. moy = m—: Ha van olyan p(x) 1 féegyitthatdji n-edfoki polinom, amelyre M, = my,, akkor az s(z) = %
olyan 1 féegyitthatdju 2n-edfoki polinom, amelyre My = mo,.
Megjegyezziik, hogy az &altalanos esetben is bizonyithato, hogy az igy kapott s(z) polinom az egyetlen minimélis
polinom, de bizonyitasa technikai jellegd, ezért itt lemondunk réla. A 7. allitasbol mar minden kettGhatvanyra (és a

kettShatvanyok haromszorosara) meg tudjuk mondani m,, pontos értékét:

8. m, = o1 ha n kettéhatvdany, vagy annak hdromszorosa.

Ha n = 2, 3, akkor ezt az allitdst mar igazoltuk. Ha n = 2% ill. n = 3 - 2%-ra mar belattuk az allitast, akkor

m”l . . .
n =21 ill. n =321 re a 7. allitasbol mar kovetkezik. Legyen pl. n = 2871, Ekkor m,, = 2n//22, s itt az indukcios
1
feltevés szerint m,, ;3 = —=— . Ezt az m,,-re kapott képletbe beirva azt kapjuk, hogy m, = P
2

Most ratériink a fétételliink bizonyitasara:

9. Minden n egészre m, = Vagyis: barmely n-edfoki 1 féegyiitthatdji p polinomhoz van olyan x a [-1,1]

on—1-°
1
intervalumban, amelyre |p(x)| > o1 Van olyan polinom, amelyre ez a becslés nem javithato, amelynek tehdt minden
1
1-nél nem nagyobb abszolit értékd x helyen vett p(x) helyettesitési értéke kisebb vagy egyenld, mint 51

Az altalanos tétel bizonyitasa egy megleps otleten mulik. Tekintsiink egy tetszéleges n-edfoka 1 fGegyiitthatoju
polinomot. Lattuk, hogy az n-edfoku és a 2n-edfokud 1 f6egyiitthat6ja polinomok kozott szoros Osszefliggés van, vizs-
galjuk meg tehat az s(z) polinomot. Ennek a polinomnak az értékkészlete a [-1,1] intervallumon nyilvan 0 és M?

M? e 2
kozott valtozik. Célszeri tehat a p(z) = s*(z) — TP polinomra attérni, hiszen ennek értéke méar 5 £ és 28 ko6zott
valtozik, tehat
A42
M, =—".
P 2

Most készitsiik el az (1) képlet alapjan p-hez a megfelels, csak paros kitevsji tagokat hasznalo ¢ polinomot. Ekkor
M, < M,, és mivel ¢ paros fiiggvény, azért a [0,1] intervallumon és a [-1,1] intervallumon azonos az értékkészlete.
Tehéat

AIQ

S

(3) Mq[oal]:MqSMp:T'

1
A ¢ polinomban irjunk z? helyett mindeniitt %—t, igy egy n-edfoku ¢(z) polinomot kapunk, amelynek fGegytitt-

1
hatoja on” Ha z végigfut a [0,1] intervallumon, akkor z? is, és (z > 0-ra) viszont. Masrészt ha z végigfut a [-1,1]

intervallumon, akkor 22 a [0,1] intervallumon fut végig, és viszont. Ezért M, = M,[0, 1]. Szorozzuk meg a ¢ polinomot
2"-nel, ekkor fGegyiitthatoja 1 lesz, abszolut érték maximuma pedig 2"-szeresére né. A kapott u(z) polinom tehét
n-edfoku 1 fGegyiitthatoju polinom, és igaz ra, hogy M, = 2" M,. Osszegezve:

A42
M, = 2"M,[0,1] < 2" 25 ;
Tegyiik fel elGszor, hogy van minimélis n-edfoku 1 f6egyiitthetéju s polinom, vagyis My = m,,. Ekkor a kapott
egyenl6tlenség jobb oldala 2" 'm2. Masrészt u is n-edfoka 1 fGegyiitthatoju polinom, igy m, < M,. A kapott
egyenlGtlenség bal oldalat tehat csokkentjiik, ha m,-et irunk. Ezzel a kdvetkezs egyenlGtlenséghez jutunk:

azaz M, < 2"71M52.

n—1, 2
My, <2 m;,.

Ha most tudnank, hogy m,, nem nulla, akkor oszthatnank vele, s éppen a kivant egyenl&tlenséghez jutnank. De
a 4. allitas szerint az my,-ek sorozata monoton csokken, és a 7. allitds szerint van egy pozitiv tagi részsorozata, igy
minden m,, pozitiv, tehat oszthatunk vele.

Ezzel befejeztiik a bizonyitast abban az esetben, ha van minimalis polinom. De ezt még nem tudjuk.

Nézziik tehat azt az esetet, ha m,,-r6l csak azt tudjuk, hogy legnagyobb alsé korlatja az n-edfoka 1 fGegyiitthatoju
polinomok abszolat értékei maximumaéanak. Minden pozitiv a szadmhoz van tehat olyan s polinom, amelyre My <
(14 a)m,,. (Itt ismét hasznaljuk, hogy m,, pozitiv,) A fenti M, < 2" 'M? egyenl6tlenséget most is megkaphatjuk, s

n

M, most is nagyobb vagy egyenlé m,-nél, de most a jobb oldalrél csak annyit tudunk, hogy T-nel osztva (mert

2n=

nem nulla) a kivantnal kicsit gyengébb



g1 < (1+a)°my,

egyenl6tlenséghez jutunk. Ezt az egyenlGtlenséget azonban minden pozitiv a-ra megkaptuk. Marpedig ha a tart
nulldhoz, akkor a bal oldal nem valtozik, a jobb oldal m,,-hoz tart. Tehat a bal oldal nem nagyobb a jobb hatarértékénél
sem, s igy most is megkapjuk a kivant

egyenlGtlenséget.
1

n—1"
Hogy melyik ez a p polinom, az végs6 soron a bizonyitasbol is kikovetkeztethets lenne (fel lehetne ra irni egy 2fiigg—
vényegyenletet), de ez meglehetésen bonyolult és kevéssé szemléletes volna. Ehelyett nézziik meg, milyennek is kell
lennie a keresett polinomnak. Kicsit atfogalmazva: olyan polinomot keresiink, amelynek fSegyiitthatoja 277!, és a
[-1,1] intervallumon az értéke -1 és 1 kozott valtozik. Marmost ismeretes a kovetkezd tétel:

10. cosna kifejezhetd cos o n-edfoki, egész egyiitthatds polinomjaként. Ebben a polinomban a féegyiitthats 2" 1.

Igy peldaul cos2a = 2cos’> o — 1, cos3ar = 4cos® oo — 3cosa, cosda = Scos*a — 8cos> v + 1. A tétel konnyen
igazolhato teljes indukcioval. A kezdd lépést n = (1), 2, 3, 4-re az imént lattuk. Most feltessziik, hogy n = k — 1-re
és n = k-ra igaz az allitas, és bebizonyithato N = (k + 1)-re. Elég annyit meggondolnunk, hogy cos(k + 1)« felirhato
cos ko, cos(k — 1)a, és cos « segitségével:

Hatra van még annak megmutatésa, hogy van olyan n-edfokt 1 f6egyiitthatoja p polinom, amelyre M, =

cos(k + 1)a = 2coskacosa — cos(k — 1)a.

A jobb oldalon cos ka felirhaté cos o k-adfokt egész egyilitthatos polinomjaként, igy 2 cos ka cos o felirhatd cos
(k + 1)-edfoku egész egyiitthatos polinomjaként. A kivonando viszont felirhat6 cos a (k — 1)-edfoku egész egyiitthatos
polinomjaként. A jobb oldal tehéat cosa (k + 1)-edfoku egész egyiitthatos polinomja, (k 4 1)-edfoku tagot csak az elsd
tagbol kapunk, igy a fGegyiitthato kétszerese lesz a cos ka-hoz tartozoé polinom féegyiitthatojanak, tehat 2251 = 2%,
Ezzel allitdsunkat belattuk.

E tétel szerint van egy olyan

To(z) =2""12" 4 ap 12" - + a1z + ag

egész egylitthatos polinom, amely x = cosa helyettesitéssel éppen cosna-t adja. T,,(cosa) = cosna. Ezt a T,
polinomot az n-edrendi Csebisev-polinomnak nevezziik.

Ha most z a |-1,1] intervallum egy pontja, akkor van olyan «, amelyre = cos «, s erre az a-ra T,,(x) = cosna. De
ekkor |T},(z)| < 1. Ty, (x) tehat megfelel a kivanalmainknak: féegyiitthatoja 2"~ !, és abszolut értékeinek maximuma 1.
(Azt méar lattuk, hogy kisebb vagy egyenls mint 1, mésrészt T, (1) = T;,(cos0) = cosn0 = cos0 = 1.)

Ty
(z) akkor M, = m, =

on—1"
2"~ L edrésze egy olyan polinom, amelynek a [—1, 1] intervallumon felvett abszolit értékeinek mazimuma a legkisebb az
n-edfoki 1 féegyiitthatdji polinomok kozdtt. (Belathato, hogy ez az egyetlen.) Ezzel a 9. allitas bizonyitasat befejeztiik.

Azt kaptuk tehat, hogy ha p(z) = Vagyis az n-edrendi Csebisev-polinom

on—1"
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