Az 1993/3. szdm 104—109. oldalan megjelent harom probléma kozil az els6 vizsgalata soran jutottunk el az un.
Gauss-féle haranggorbéhez. Mivel ennek szerepe, mint a kés6bbiekben latni fogjuk, nemcsak a binomialis eloszlas
kozelitésekor jelentGs, ezért szeretnénk megadni fliggvényként.

Probaljuk meg az eléz6ekben ,szemléletesen latott” tényt analizdlni, ami természetesen a matematikai analizis
segitségével torténik. Tehat irjuk fol, mit szeretnénk becsiilni:

P(X=k)= <Z> pFl—p)nF= k'(+lk)' pF e (L=p)"k

Ennek becsléséhez elészor a faktoridlisok nagységarol kellene tudni valamit. Elgszor A. Moivre-nak sikeriilt erre egy
kozelit6 formulat talalnia, amely 1730-ban jelent meg Miscellanea Analytica cimi miivében. Ebben a konyvben szerepel
még a kovetkezkben eléfordulé normaélis eloszlassal kapcsolatos fontos képlet:
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illetve a komplex szamokat ismerck szaméra nevezetes (cosa + sina)”™ = cosna + sin na Moivre-féle képlet is. A
sors jatéka, hogy ez a faktoridlisokra vonatkozo képlet, amelyet néhany évvel késébb James Stirling is megadott, nem
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Moivre, hanem Stirling-formula néven valt ismertté: n! = (—)" - v27n, ahol két ,csinya” szém is szerepel: az e és a 7.

Az utobbit nyilvan minden olvasé ismeri, az el6bbit csak az analizisben jaratosabbak, akik méar sorozatok hatarértékvel
foglalkoztak. Az e szam leggyakoribb definicidja:

1 n
lim <1 + —) =e.
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A formula bizonyitasat nem fogjuk ezen a helyen leirni, akit érdekel, elolvashatja (pl. [2]-ben 19-23. o0.). Annyit
mutatunk csak meg, hogy milyen indulé 6tlet kell hozzé. Nem n!-t hanem logn!-t fogjuk megbecsiilni, mert akkor a

szorzatbol Osszeg lesz, ami sokkal kezelhetGbb. A Z log n kifejezés, ahol log a természetes logaritmus, melynek alapja
éppen a fent definialt ,,¢” szam, egy kozelits Gsszege x — log  fiiggvénygorbe alatti teriiletnek. Igy a fenti kifejezés a
log x fiiggvény integraljaval becsiilhets (lasd a 8. dbrdt).

Ha tudjuk, hogy a log x egy primitiv fiiggvénye z log z — x, akkor mar majdnem megvan a keresett formula, hiszen

az (2> tényezs ebbdl adodik. A hiba becslése adja a masik tényez6t. Megjegyezziik, hogy mar n > 10 esetén is

e
kisebb a hiba, mint 1% ( 10-nél 0,83%, 67-nél 0,12%), igy nagy n-ekre jol lehet hasznalni a becslést.
A tovabbiakban ezt a formulat fogjuk hasznélni az n! helyett:
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Az egyszertiség kedvéért legyen p = 1/2.
Ekkor
n"-\/n 1

V2r -\ Jk(n— k) - kR (n— k)n—k 20

Most ha elvégezziik az 1. rész 2. abrain is hasznalt transzformaciot, mivel a csics n/2-ben van, s a binomialis eloszlas

Flk) = P(X = k) =

szorésa 0 = \/np(1 — p), azaz \/n/2:
k—n/2 2k—n
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pn(2) =0 f(k).
n — oo esetén ¢, (z) tart a kovetkezs ¢(z) fliggvényhez:
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(A levezetést 1d. [3]-ban.) Ezt a fiiggvényt hivjak a standard normaélis eloszlas strtségfiiggvényének. Ez egy folytonos
fiiggvény, nem lépcsGs, mint a binomialis eloszlasé, amelyet ezzel kozelitiink:

4. dbra

Hogyan lehet ezzel most ténylegesen kozelits szamitasokat végezni? Szamunkra altalaban binomialis 6sszegek kellenek,

pl.
ZP(X—k)—ZM(%ik)!-pk-(l—p)"_k-

k<z k<z



Ha most a fenti kozelitést akarjuk hasznélni, akkor lévén, hogy folytonos fiiggvényrsl van szé, a transzforméciot
X —n 1
— 2" " V4ltoz6 mar standard normalis eloszlasu, azaz P(Y < z) = e 2y
np(1 —p) —o0 V2T
Az analizisb6l ismeretes azonban, hogy a fenti integral csak kozelitéssel szamolhaté ki, nincs analitikus képlettel
x

elvégezve az Y =

felirhat6 primitiv fliiggvénye az * — e~ filiggvénynek. Mivel nagyon gyakran hasznéljuk ezt az integralt, van egy

elfogadott jeloles: P(Y < z) = ®(z) =

z

5 e 2. A & fliggvény értékeit tablazatban szoktak megadni. Mivel
— 00 ™

¢ szimmetrikus az origora, ezért ®(0) = 0,5. Ebbdl a szimmetriabol kovetkezik az is, hogy ®(—z) = 1 — ®(z). Ezzel
lehet negativ érékekre is meghatarozni ®-t. (Lasd a 4. dbrdt, és az 1. tdbldzatot.

Mivel a binomidlis eloszlas 1épcsds fiiggvény, mig a normalis eloszlas folytonos, jobb illeszkedést kapunk az dn.
korrekcids formuldval (1asd az 5. dbrdt is):
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Ezek szerint lehet szamolni a binomialis eloszlas kozelitésével. Van még egy fontos kérdés, hogy milyen nagy n-re
jO ez a kozelités. A helyzet bonyolult, mert ez p-t6l is fligg. Van egy még Laplace-tol szarmazé gyakorlati kritérium,
miszerint, ha

akkor méar legalabb két tizedes pontossaggal jo a kozelités, s természetesen ha np(1 — p) sokkal nagyobb, mint 9, akkor
a kozelités rendje is lényegesen javul. Ennek elemzése azonban meghaladja ennek a cikknek a kereteit, s nem is volt
célunk ezt megtenni, mégis a hasznélat feltételeit tisztazni kellett. A részleteket lasd pl. [3] 195-207. oldalig, vagy [4]
142-147. oldal.

Gyakorlasul nézziik meg, mi van, ha 10%-kal tobb megrendelést vesziink fel, hogy tele legyen a repiil6gép. A 10%
esetiinkben 25 f6. Vajon mit lehet mondani, ha 275 megrendelést veszek fol, akkor milyen eséllyel fér be minden utazni
szandékozo a gépbe? Esetiinkben a varhato érték np = 275- 0,9 = 247,5, mig a szoras \/np(l1 — p) = V275-0,09 =
0,3v275 ~ 4,975.

) 250,5 —247,5

Tehat © 1,975
keriiliink kellemetlen helyzetbe.

Ezutan probéljuk meg az eredeti kérdést megvalaszolni, tehat nem a megrendelésszam ismert, hanem annak az
esélyét kérdezziik, vajon nem lép-e fel a visszamondés egy bizonyos rogzitett esélynél kisebb valdszintséggel. Mar egy
kicsit tajékozottabbak vagyunk, hiszen pl. 99%-ra rogzitjiik az esélyt, akkor tudjuk, hogy 252 megrendelés még béven
j0, s a 275 meg mar tal sok. Természetesen végigprobalhatnank a ketts kozott minden szamot, s kideriilne, hol lépjiik
at 0,99-es kiiszobot. Azonban éppen azért csinaltuk végig a fenti kozelit6 szamolast, hogy annak hasznat vegyiik. Tehat
a kérdeésiink a kovetkez6képpen szol:

Legfeljebb milyen nagy n-ekre lehet 0,99 eséllyel 250-nél kisebb vagy egyenls az utazok szama? Ha most az utazok
szaméat normalis eloszlassal kdzelitjiik, amelynek varhato értéke p = n-0,9, szérdsa o = v/n-0,9-0,1 = 0, 3v/n, akkor
X = 09% s valtozs kisebb legyen, mint 20— 09"

0.3vn 4j véltozo gyen, 0.3vn
valtozo standard normaélis eloszlasu, azért lathaté az 1. tdbldzatbol, hogy 2,33-nal mér t6bb, mint 99% eséllyel lesz
kisebb a véletlen szamunk, amely az utazok szaméat jeloli az n jelentkezs koziil.

250 - 0,9
Tehat W\/;ﬁn > 2,33, vagyis 250 — 0,9n > 0,699+/n. Mivel a bal oldal pozitiv, azért 250 — 0,9n is az kell

legyen, tehat n < 277. Négyzetre emlve:

> = ®(0,603) = 0,7257, azaz kb.72% az esélye, hogy 275 megrendelést felvéve még nem

ehhez az kell, hogy az Y = legalabb 99% eséllyel. Mivel az 4]

62500 — 450n + 0, 81n2 > 0, 4886 <> 81n% — 45048, 861 + 6250000 > 0.

Ennek megoldéasa n < 265,13 vagy n > 291, 03. Az utébbit kizarja az n < 277 kikotés, tehat n < 265, 13 vagyis mivel
n egész, ezért n < 265.

Ezzel valaszt adtunk a kérdésre, ha a biztonsagi szint 99%-os, akkor legfeljebb 265 megrendelést vehetiink {61. Ezzel
a varhato utasszam 250 - 0,9 = 225-r61 265 - 0,9 = 238, 5-re emelkedett.



Ez 13,5 x 30000 = 405 000Ft bevétel novekedést jelent jaratonként! S a ,tulcsordulési” riziko csak 1%. Természe-
tesen kiszamolhato mas rizik6 faktorral is a feladat, ezt gyakorlasul ajanjuk az olvasonak.

Ha 5%-os a rizik6 faktor, akkor hany megrendelés vehetd 61, s mi a helyzet 0,1% esetén? Mekkora atlagos bevétel
novekedést jelentenek jaratonként a fenti esetek?

Lathato, hogy a riziké faktor és a bevétel névekedés egyiranyi, ha cstkkentem a rizikot, csokken a bevétel is. Ebben
méar a managementnek kell dontenie. Nyilvan a visszamondas egy esetleges hosszt tavi utast taszit 4t a konkurencidhoz,
s igy nem szabad gyakorinak lennie.

Végezetiil ne felejtsiik el, hogy a fliggetlenség fontos feltétel volt. Ha az egyes utasok nem fiiggetlenek, akkor kell
informacié arrol, hogyan fliggnek 6ssze. Ha valaki csoportosan utazik pl. csaldddal, munkatarsakkal, akkor gyakran a
kiesése az egész csoport kiesését vonja maga utdn. Ekkor még tobben esnek ki, vagyis az esélyeink a visszamondéas-
nal nének, tehat becslésiink még inkdbb igaz lesz. Ha emiatt még tobb megrendelést akarunk felvenni, akkor ennek
kalkulalasahoz tovabbi informéacié kell az egyiittes visszamondésok szamaroél, gyakorisdgarol. Ez egy lehetséges utja
modelliink finomabbé tételének. Tudni kell azonban, hogy minden ilyen lépés, bar az eredmények egyre kozelebb lesznek
a valésaghoz, noveli a matematikai nehézségeinket, amelyeket manapsag leginkabb a szamitogépek segitségével lehet
megoldani. Szimulacios és egyéb programokkal, vagy egyszertien csak a sokmilli6 szamitas elvégeztetésével. Nekiink
azonban most csak az ismerkedés volt a célunk.

A masodik probléma tisztazasahz idézziik fel, mir6l van szo:

2. Probléma: (ismerve a sokasag eloszlasat, mit lehet mondani egy minta eloszlasarol, amelyet ebbdl a sokasaghol
vesznek?)

Egy, az Orszagos RenddrfGkapitanysag és a Foiligyészség altal kozolt statisztikabol tudjuk, hogy Magyarorszagon
1990-ben 341061 bincselekmény valt ismertté (feljelentés, eljaras indités), s ebbsl 187 655 esetben az elkovets isme-
retlen maradt. Ha most kivalasztunk 1000 btincselekményt a 341 061-bél, akkor vajon mekkora eséllyel lesz legalabb
400 esetben ismeretlen az elkévets? Mit kell érteni kivalasztason? Hogyan lehet megvalésitani a kivalasztés ,yéletlen-
szertiségét”, amelyre a modelliink mond valamit?

Nagyon gyakori, hogy egy nagy sokasagrol tudunk valamit, s arra vagyunk kivancsiak, vajon hogyan tiikroz6dik ez
egy valahogyan kivalasztott joval kisebb elemszamu mintaban. Az alapvets kérdés persze éppen az lesz, hogy hogyan
véalasszuk ki ezt a mintahalmazt a teljes sokasagbol, mint alaphalmazbol. Azok a szamitasok, amelyeket majd elvég-
ziink, alapvet6en arra tamaszkodnak, hogy a mintahalmazt valamilyen mddon ,egyenletesen véletlenszerien” tudjuk
kivdlasztani, amin természetesen azt értjiik, hogy semelyik elemnek sincs ,prioritasa” a kivalasztasi folyamat soran.
Ezt persze konnyebb kijelenti, mint megvalositani. A legegyszeriibb eset, s természetesen egy bevezets példaban ezt
valasztottuk, amikor egyetlen egy tulajdonsag fennallasa szerint csoportositjuk a sokasig elemeit. Vagyis az alaphalmaz
elemei két osztalyba sorolhatok, s az lesz a kérdés, hogy egy véletlenszertien valasztott mintdban milyen gyakorisaggal
varhato a kétféle elem felbukkanasa. Konkrétan a mi feladatunkban a felfedett, illetve a ki nem deritett btintények
szerint osztalyozzuk a bejelentett biineseteket. Tudjuk, hogy a 341061 esetbsl tobb mint a fele, 187655 kideritetlen
maradt. Ez 0,55, vagyis az 0sszes esetnek 55%-a.

Vajon az 1000 ,véletlenszertien” valasztott eset kozott hany felderitetlent talalunk? Nyilvan, ha biztosat akarunk
mondani, akkor ez a szam 0 és 1000 kozott lesz. Vajon, ha egy kis rizikét vallalunk, akkor mennyire csdkkenthets ez
az intervallum?

Mennyire igaz az, amit sokszor gondolunk, hogy ,koriilbeliil” 55% lesz a mintaban is a kideritetlen esetek szama?
Mit jelent itt a ,koriilbeliil” sz6, lehet-e valamilyen kvantitativ értelmet adni neki? Mennyire valészini, hogy példéul
legalabb 400 felderitetlen eset lesz?

Lathato, hogy a kérdés nagyon hasonl6 az els6 probléméhoz. Legaladbbis ami a gondolkodasmodot illeti. A szdmolas
sem lesz sokkal nehezebb, de itt is kell majd kozelitést hasznalni.

Kiséreljiik meg modellezni a problémat. Egyszert kombinatorikai kérdésrél van sz6: 341 061 esetbdl kell kivalasztani
341061
1000
hogy éppen k felderitetlen eset lesz ezek kozott, a klasszikus Laplace-féle formulaval szdmolva (kedvezd esetek szama

187655\ (153406
( k > ' (100 - k>
341061
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187655\ (153406
= ( k ) ' (100—k>
k;)g (341 061>

1000

1000 esetet, ami a teljes véletlenszertség feltételezése mellett ( )—féleképpen tehets meg. Annak az esélye pedig,

. Feladatunkra a valasz:

osztva az Osszes esetek szamaval):

Ezt kellene kiilonb6z8 k értékek mellett (0 < k& < 1000) kiszdmolni. Nyilvan elég faradsagos munka lenne. Ezért
érdemes megprobalni valamilyen kozelitést keresni. Azt az eloszlést, amely 0-tol n-ig terjedS természetes szamokon



értelmezett a kovetkezGképpen:

. ) o)

)

szokés hipergeometrikus eloszldsnak nevezni, lasd pl. [5]-ben.

Ez a koévetkezSképpen interpretalhato: van N elem (az alapsokasig elemszama), amelybsl K valamilyen megadott
tulajdonsaga, mig természetesen N — K azon elemek szama, amelyeknek nincs meg az adott tulajdonsaga. Eztuan
kivalasztunk véletlenszertien n elemet (ez a minta), s azt kérdezziik, mekkora annak az esélye, hogy éppen k darab lesz
(0> k > n) a K koziil a mintaban, feltéve, hogy n < K. Ha X jeloli a tulajdonsaggal rendelkezk szaméat a mintaban,
akkor éppen az (1) alatti eloszlast kapjuk. A levezetésben valojaban egy urnamodellt hasznalunk, csak most eltérGen
az els6 probléméatol, visszatevés nélkiil huzunk.

Ha figyelembe vessziik, hogy az urna elemszama joval nagyobb, mint a hazasok szdma, akkor lényegében nem
jatszik jelentds szerepet a ,yvissza nem tétel”. Ezt felismerve varhatéan jé kozelités lesz a binomidlis eloszléas, ahol tehat
visszatessziik a hizas utan a kihuzott elemet.

Ennek pontos matematikai elemzésére még visszatériink.

Azaz:

B (9 R ) BNy
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( k >'<1oo-k> {1000\ (187655\" (153406\"7* /1000 0555 . 0. 451000
341061 ”( k )'(341061) '(341061) _( k ) T '
( 1000 )

Ezzel méar kissé konnyebb szamolni. Természetesen szamitogéppel kiszamolhat6 az eredmény, de ha az el6z6 részben
leirt standard normalis eloszlassal kozelitiink, akkor egyszert feladat lesz intervallumot megadni elGirt rizikd mellett.
Mivel esetiinben np(1 — p) = 247,5 > 9, tehat teljesiil a Laplace-kritérium, azért a kozelités ,megengedett”.

Atlagosan 550 koriil lesz a fel nem fedett biinesetek szama az ezerbdl, s hogy mekkora intervallumba kell esnie, az
a rizik6faktortol fligg. Esetiinkben nem az intervallum, hanem a riziko6faktor a kérdés. A standard normalis eloszlassal
becsiilve adodik:

Esetiinkben ez konkrétan:

1000

1000 399,5 — 550
2:( )-Q%-Q%mm*zl—é(—J————)zl—@@&5ﬂ=@®jﬂ.
k=400 k \/547’ 5

Ez a szam viszont mar nincs is benne a szokasos @ tablazatokban, nagyobb mint 0,9999999, vagyis nagyon val6szind.
A binomialis eloszlas normaélissal torténé kozelitésérél mar volt sz6. A hipergeometrikus eloszlas kapcsolata a
binomialis eloszlassal joval konnyebben attekinthetd, ezért itt bemutatjuk. Akik kevésbé érdekl6dnek a matematikai
levezetések irdnt — bar sokszor éppen abbol lehet megérteni a dolog lényegét — azok most tovabb lapozhatnak a 2.
tablazatig.
Az alabbi kozelitést szeretnénk megvizsgalni:

B (9 R ) BNy
(-0 (5)

A kérdés természetesen az, hogy milyen feltételek mellett lehet ezt hasznalni, illetve mekkora numerikus hibat kévetiink
el. Fejtsiik ki a kozelits egyenl6ség bal oldalat:

() C7k) oy xo
gy W

—1) (K —k+1)

- (N—k+1)

(N—-K)- (N-K—-1)- (N—K —n+k+1)
(N—k)-(N—k—1) - (N—n+1)




Err6l az alakrél mar latszik, hogy mi lesz a kozelités 1ényege, az els6 tort esetén mindeniitt elhagyjuk a kivonandét,
mondvan, hogy ha K és N nagy, mig n (és ezzel k is) kicsi, akkor k darab K/N szorzata az elss tényezs. Hasonloképpen
a masodik tényez6 esetén a szamlaloban minden tényez6t (N — K)-nak véve, mig a nevez6ben mindent N-nek véve
adodik a kozelités. Aki tanult hatarérték szamitast, az latja, hogy ha n és k fix szamok, mig NV és vele K tart a végtelenbe
(agy, hogy az aranyuk kozben allandé maradjon), akkor tényleg hatarértékben egyenld lesz a hipergeometrikus eloszlas
barmelyik tagja a binomialis eloszlas megfelels tagjaval.

A valésagban azonban K és N nem végtelen nagy, ezért j6 lenne megvizsgalni, mekkora hibat kévetiink el ezzel a
becsléssel. Ez nyilvan fiigg N, K valamint n és k viszonyatél. Nyilvan az utolsé tényezok, azaz K —k+1 és N —k+1 térnek

K K-k+1\" ([N-K N-K-n+k+1\""
el legjobban K és N—t61.Ahibanaktehatj()fels6becslésea<—— + > < N ]\;H— + )

N N

k—1\" —k-1\"""
szorzat. Ennél biztos kevesebbet hibédzunk. Ennek értéke: (T) . (nT) , amit ismét feliilrsl becsiilhe-

tiink. Eztuttal az els6 tényezGben k helyett a legnagyobb lehetséges értéket, n-et irva, és a —1-et elhagyva, valamint a
mésodik tényezében a legkisebb k-t, 0-t irva és ismét elhagyva a —1-et, adédik, hogy a hiba univerzalisan barmelyik

n n
tagot nézve, azaz tetszdleges k esetén biztos kisebb, mint (N) . Ez egy nagyon durva felsé becslés, de még ez is

mutatja, hogy nem kovetiink el nagy hibat, még viszonylag nagy htzas szazalék mellett sem.

Esetiinkben n = 1000, mig N = 341061, a hiba kisebb, mint 0,0029'°%°, ami ~ 1072537 azaz elenyész6, ennél a
normalis eloszlassal torténd kozelités joval nagyobb hibat produkal.

Osszefoglalva tehat levezetésiinket, megallapithato, hogy ha az elemszam legalabb egy nagysagrenddel nagyobb
a hazasszamnal, akkor semelyik tag kozelitésében nem kovetiink el 0,1"-nél nagyobb hibat, ami legalabb 6t huzas
esetében az eredményt legfeljebb a hatodik tizedesjegyben véltoztatja meg. Valojdban még ennél is kisebb a hiba, nem
beszélve arrél, ha a hizasszamnéal tobb nagysagrenddel nagyobb az elemek szdma. Természetesen, ha ez nem all fenn,
akkor nagy kiilonbségek is felléphetnek, s a kozelités abszolut rossz, lasd példaul az aldbbi esetet:

Legyen egy urndban 20 golyd, 12 piros 8 fehér. 10-szer hizunk visszatevés nélkiil. Vajon mekkora eséllyel lesz k

piros a huzott golyok kozott?
12 8
k 10—k

20
10
A megfelels kozelités ebben az esetben az a binomalis eloszlas lenne, amelynek paraméterei: n = 20,p = 0, 6, azaz

20
-0,6% . 0,407k,
k) b 9

Mar tudjuk, hogy ezt hogyan szdmoljuk: az esély=

annak az esélye, hogy éppen k piros lesz a 10 huzés soran: Bag,.¢(k) = <

2. tdbldazat. Visszatevés nélkiili huzas



Lehetséges értékek esélyek

<12 (8)

2 8

2 = 0,0003572

20 ’
10
<12 (8)

3 3 ) ’ = 0,0095261
<12 (8)
4 6
4 20 =0,0750179
10
(12 (8)
5 5
5 20 =0, 2400572
10
(12 (8)
6 4
NP7 NV 4
6 20 0, 350083
10
(12 (8)
7 3
=0,24 2
7 50 0,240057
10
(12 (8)
8 2
= 1
8 20 0,0750179
10
<12 (8)
9 1
= 261
9 20 0,009526
10
<12) (8)
10 10 0 = 0,0003572

20
10
A hipergeometrikus eloszlas szamolasakor figyelembe kell venni, hogy ha 10 — k > 8, akkor a szamlal6 0 lesz, hiszen
nem lehet 8 elembdl 9 elemet kivalasztani.

Abban érdemes megallapodni, hogy Z =0, ha k > n.

Osszehasonlitasképpen a binomiélis eloszlas megfelels értékeivel:



Lehetséges érték  Huzas visszatevéssel Huzas visszatevés nélkiil

0 0,0001 0
1 0,0016 0

2 0,0106 0,0003572
3 0,0425 0,0095261
4 0,1115 0,0750179
5 0,2007 0,2400572
6 0,2508 0,3500834
7 0,2150 0,2400572
8 0,1209 0,0750179
9 0,0403 0,0095261
10 0,0060 0,0003572

A maésodik problémara adott valaszunk tehat az, hogy nagyon nagy (>0,9999999) eséllyel lesz t6bb, mint 400 a
fel nem fedett biesetek szama, amely varhatéan 550 koriili lesz az 1000 esetbdl, s hogy mekkora intervallumba esik
nagy eséllyel (tehat kicsi a rizikoja annak, hogy ezen kiviil essen) azt ki lehet szamitani, ha elére adott, mit akarunk
nagy esélytinek nevezni. Itt is igaz, hogy jelent&sen megrovidiil az eredeti (0-1000) intervallum, ha egy igen pici rizikot
meriink vallalni.

Egyvalamivel még adésak vagyunk, nem mondtuk meg, hogy hogyan lehet véletlenszerien valasztani, ami az egész
gondolatmenet alapja volt. Gondoljuk meg, ha ez nem teljesiil, akkor akar gy is valaszthatok, hogy a fel nem fedett
btinesetek koziil veszem mind az 1000 esetet, s igy biztos, hogy 100% lesz a fel nem deritettek szama.

Egy, a lotténal szokasos lehetdség, az urndbol huzas lenne. Ez azonban aligha valésithaté meg 341 061 golyéval, koz-
ben az egyenletességet folyamatosan keveréssel biztositva. Jobb lehetdség kinalkozik a szamitogépek felhasznalasaval,
amit TV-s jatékokbol ismerhetiink. Az eljaras a kovetkezG: Sorbarendezziik valahogy az Gsszes esetet, az embereket pl.
a személyi szamuk szerint, majd elkezdjiik a gépen a listat ,futtatni”’, s valamikor tetszés szerinti pillanatban a listat
megéallitani. Ahol éppen tart a futas, az lesz az els6 elem. Ezutan ezt toroljik, s az egész eljaras kezdsdik elolrsl. (Ha
nem toroljiik az elemet, akkor a visszatevéses eljaras is szimulalhat6 igy szamitogép segitségével.)

Termeészetesen itt a megallitds véletlenszertségére tevédott at a probléma. Ennek biztositasa sem egyszerd. Kis
esetszam esetén persze lehet valami ,jigazi véletlen szerint” megallitani, de mivel a futas hihetetleniil gyors az emberi
reakcioid6hoz képest, kis esetszam esetén elég valamikor lenyomni a ,megallitd” billentytit, az teljesen véletlenszeri
lesz. Nagy esetszamnal lehet, hogy valamiiyen ritmusra allunk be, s ez mar esetleg determinisztikussa teszi az eljarast.
Jo lenne persze teljesen automatizalni a dolgot, ez is megtehetd (legalabbis valamilyen pszeudo-véletlen szinten), de
ebben mar a szamitoégép-programozok illetékesek.
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s9(z)

1-9(2)=9(-2)




iy
/Z b Z; zZ
z,-05 Z; +05
>0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
T

0,00 0,50000 | 50399 [ 50798 | 51197 | 51595 | 51994 | 52392 | 52790 | 53188 | 53586
0,10 53983 | 54380 | 54776 | 55172 | 55567 | 55962 | 56356 | 56749 | 57142 | 57535
0,20 57926 | 58317 | 58706 | 69095 | 59483 | 59871 | 60257 | 60642 | 61026 | 61409
0,30 61791 | 62172 | 62552 | 62930 | 63307 | 63683 | 64058 | 64431 | 64803 | 65173
0,40 65542 | 65910 | 66276 | 66640 | 67003 | 67364 | 67724 | 68082 | 68439 | 68793
0,50 0,69146 | 69497 | 69847 | 70194 | 70540 | 70884 | 71226 | 71566 | 71904 | 72240
0,60 72575 | 72907 | 73237 | 73565 | 73891 | 74215 | 74537 | 74857 | 75175 | 75490
0,70 75804 | 76115 | 76424 | 76730 | 77035 | 77337 | 77637 | 77935 | 78230 | 78524
0,80 78814 | 79103 | 79389 | 79673 | 79955 | 80234 | 80511 | 80785 | 81057 | 81327
0,90 81594 | 81859 | 82121 | 82381 | 82639 | 82894 | 83147 | 83398 | 83646 | 83891
1,00 0,84134 | 84375 | 84614 | 84849 | 85083 | 85314 | 85543 | 85769 | 85993 | 86214
1,10 86433 | 86650 | 86864 | 87076 | 87286 | 87493 | 87698 | 87900 | 88100 | 88298
1,20 88493 | 88686 | 88877 | 89065 | 89251 | 89435 | 89617 | 89796 | 89973 | 90147
1,30 90320 | 90490 | 90658 | 90824 | 90988 | 91149 | 91309 | 91466 | 91621 | 91774
1,40 91924 | 92073 | 92220 | 92364 | 92507 | 92647 | 92785 | 92922 | 93056 | 93189
1,50 0,93319 | 93448 | 93574 | 93699 | 93822 | 93943 | 94062 | 94179 | 94295 | 94408
1,60 94520 | 94630 | 94738 | 94845 | 94950 | 95053 | 95154 | 95254 | 95352 | 95449
1,70 95543 | 95637 | 95728 | 95818 | 95907 | 95994 | 96080 | 96164 | 96246 | 96327
1,80 96407 | 96485 | 96562 | 96638 [ 96712 | 96784 | 96856 | 96926 | 96Y95 | 97062
1,90 97128 | 97193 | 97257 | 97320 | 97381 | 97441 | 97500 | 97558 | 97615 | 97670
2,00 0,97725 | 97778 | 97831 | 97882 | 97932 | 97982 | 98030 | 98077 | 98124 | 98169
2,10 98214 | 98257 | 98300 | 98341 | 98382 | 98422 | 98461 | 98500 | 98537 | 98574
2,20 98610 | 98645 | 98679 | 98713 | 98745 | 98778 | 98809 | 98840 | 98870 | 98899
2,30 98928 | 98956 | 98983 | 99010 | 99036 | 99061 | 99086 | 99111 | 99134 | 99158
2,40 99180 | 99202 | 99224 | 99245 | 99266 | 99286 | 99305 | 99324 | 99343 | 99361
2,50 0,99379 | 99396 | 99413 | 99430 | 99446 | 99461 | 99477 | 99492 | 99506 | 99520
2,60 99534 | 99547 | 99560 | 99573 | 99585 | 99598 | 99609 | 99621 | 99632 | 99643
2,70 99653 | 99664 | 99674 | 99683 | 99693 | 99702 [ 99711 | 99720 | 99728 | 99736
2,80 99744 | 99752 | 99760 | 99767 | 99774 | 99781 | 99788 [ 99795 | 99801 | 99807
2,90 99813 | 99819 | 99825 | 99831 | 99836 | 99841 | 99346 | 99851 | 99856 | 99861
3,00 0,99865 | 99869 | 99874 | 99878 | 99882 | 99886 | 99889 | 99593 | 99897 99900
3,10 99903 | 99906 | 99910 | 99913 | 99916 | 99918 | 99921 | 99924 [ 99926 | 99929
. 3,20 09931 | 99934 | 99936 | 99938 | 99940 | 99942 | 99944 | 99946 [ 99948 | 99950
3,30 99952 | 99953 | 99955 | 99957 | 99958 | 99960 [ 99961 | 99962 | 99964 | 999065
3,40 90966 | 99968 | 99969 | 99970 | 99971 | 99972 | 99973 | 99974 | 99975 | 99976
3,50 0,99977 | 99978 | 99978 | 99979 | 99980 | 99981 | 99981 | 99982 | 99983 99983
3,60 99984 | 99985 | 99985 | 99986 | 99986 | 99957 | 99987 | 99988 | 99958 99989
3,70 99989 | 99990 | 99990 [ 99990 | 99991 | 99991 | 99992 | 99992 | 99992 99992
3,80 99993 | 99993 | 99993 [ 99994 | 99994 [ 99994 | 99994 | 99095 | 99995 99995
3,90 99995 | 99995 | 99996 | 99996 | 99996 | 99996 [ 99996 | 99996 | 99997 99997
4,00 | 0,99907 | 99997 | 99997 | 99997 | 09997 | 99997 | 9u09s | 9v9os | 99ues | 99998




