I.

A most indul6 cikksorozatban szeretnénk ismertetni az iskolakban alig tanitott statisztika és a valdszintségszamitas
néhany valogatott, a gyakorlatban is gyakran hasznélt alapgondolatat, és a hozzakapcsolodd elméleti matematikai
megfontolasokat.

Elgszor harom helyzetet mutatunk be, amelyekben k6z0s a probléma: mit lehet tenni, ha valamit nem tudunk
biztosan. Mindharom probléménal nagyon is aktudlis kérdéseket tesziink fol, amivel az a {6 célunk, hogy az olvasét egy
kicsit bevezessiik abba a gondolkodasmoédba, amely nélkiil, véleményiink szerint, a XX. szdzad végén elképzelhetetlen
a vildg megértése.

Ha az olvaso mar jaratos ezekben a kérdésekben, akkor kisérelje meg a tovabbolvasas el6tt a valasz megadaséat. A
cikk irasakor figyelembe vettiik, hogy az ,altalanos” iskoldkban kevés sz6 esik ilyen problémakroél. Emellett torekedtiink
arra is, hogy a matematikaban jaratosabb olvaso is talaljon érdekességet a cikkben. A kérdések megvalaszolasahoz
modelleket kell alkotnunk, majd ezeken beliil bizonyos szamitasokat kell elvégezni. Ezek néhol igen nehezek, ezért
fontosnak talaltuk, hogy e bonyolultan bizonyithatd, de a gyakorlatban a szamitésok elvégzésénél nagyon hasznos
Osszefiiggéseket bemutassuk, ezek bizonyitasat azonban az olvasok nyugodtan mell6zhetik.

1. Probléma. (Nevezziilk MALEV problémanak.) A MALEV menetrend szerinti londoni jaratan 250 hely van. A
helyfoglalasokat folyamatosan veszik fel. Legfeljebb hany elGjegyzést vegyenek fol, ha nagy (pl. 99%-o0s) eséllyel nem
akarnak abba a kellemetlen helyzetbe keriilni, hogy az utasnak visszaigazolt megrendelés ellenére nem tudnak helyet
biztositani?

Tudjuk a korabbi évek tapasztalataibol, hogy a megrendeléseknek koriilbeliil a 10%-4t az utazok kiilonb6z6 okokbol
(pl. betegség, vagy lizleti helyzet valtozéasa stb.) visszamondjak.

Ez a probléma minden kozlekedési céget, szallodat, egyéb szolgaltatast érint, tehat nem csak az idegenforgalmat,
azaz nagyon altalanos kérdés. Miel6tt elemezni kezdenénk a helyzetet s valamilyen valaszt adnank a kérdésre, nézziink
még két tovabbi problémaét.

2. Probléma. (Ismerve a sokasig eloszlasat, mit lehet mondani egy minta eloszlasrol, amelyet ebbdl a sokasagbol
vesznek?)

Egy, az Orszagos RendérfGkapitanysag és a Féiligyészség altal kozolt statisztikabol tudjuk, hogy Magyarorszagon
1990-ben 341 061 biincselekmény valt ismertté (feljelentés, eljaras inditas), s ebbdl 187 655 esetben az elkdvets isme-
retlen maradt. Ha most kivalasztunk 1000 btincselekményt a 341 061-b6l, akkor vajon mekkora eséllyel lesz legalabb
400 esetben ismeretlen az elkovets? Mit kell érteni kivalasztason? Hogyan lehet megvalositani a kivalasztas ,yvéletlen-
szertiségét”, amelyre a modelliink mond valamit?

3. Probléma. (Hogyan lehet egy kozvéleménykutatasi eredménybdl, tehat egy minimodellbdl kovetkeztetni az
egész sokasagra?)

A Wash&Go cég szeretne képet kapni, hogy legijabb termékiik milyen fogadtatasban részesiilt a magyar piacon.
Ezért valahogyan kivalasztanak 1000 csalddot, s megkérdezik a véleményiiket. Ha 342 csalad nem észlelt javulast az
1j termék esetén, s6t 47-en még rosszabbnek is tartjak, mig 611 csalad véli jobbnak, akkor vajon jobbnak tartsuk-e az
4j terméket? Milyen el6feltételeket hasznalunk az okoskodasban?

Természetesen mindharom problémakorben kozos, hogy a ,fekete-fehér” |igen-nem” gondolkodéasrol le kell mon-
danunk. A kérdés az, lehet-e mésként gondolkozni, mit jelentenek az olyan misztikus fordulatok, mint: nagy eséllyel,
valosziniileg, szinte kizart stb. Lehet-e ezeknek a fogalmaknak valamilyen, a matematikiban megszokott egzakt értelmet
adni? Erre szeretnénk a kovetkezGkben valaszt keresni el6szor az els6 probléma elemzésével.

Mindenki kapasboél azt valaszolna, hogy 250 helyre legfeljebb 250 megrendelést lehet folvenni, s akkor semmi
gond. Ez igaz is, de ekkor a gép a tapasztalatok szerint csak 90%-os kihasznaltsdggal kozlekedik, ami figyelembe
véve az utasonkénti 30000 Ft koriili veszteséget, nem egészen elhanyagolhat6 0sszeg. Vajon, ha a biztosbol egy kicsit
engedek, akkor mi ad6dik? Tehat tobb megrendelést veszek f6l, mitn 250, remélve, hogy tgyis lesz lemondés. ElGszor
251 megrendelést vesziink fiil. Mikor keriiliink bajba? Egyetlen esetben, ha mind a 251 utas utazik is. Egy utasra
vonatkoztatva a 10% lemondéasi ratat, azt mondhatjuk, hogy annak az esélye, hogy valaki, aki megrendelte a helyét,
utazik is, 0,9. Hogyan lehet annak az esélyét kiszamitani, hogy minden utas utazni akar? A valaszt a kdvetkezd modellel
kiséreljiik megadni.

Feltessziik, hogy egy urnaban van 9 fehér és 1 fekete golyd. Ebb6l az urnabol, huzunk az n utasszamnak megfelelGen
n-szer visszatevéssel (tehat minden hiizas utan visszatessziik a kihazott golyot, miutan feljegyestiik, fehér volt-e, vagy
fekete) s minden fehér golyd utazast, a fekete pedig lemondast jelent. A kérdés az: milyen eséllyel lesz k szamu fehér
goly6 az n kozott, ha k = 0,1,2,...,n. Ez a modell biztositja, hogy minden utas esetén 90% az esélye az utazasnak,
valamint ha minden hizas utan keveriink, akkor a fliggetlenség is teljesiil. A modell elénye, hogy beleépithets a fliggés,
illetve az egyes emberek kiilonbozé esélyei azaltal, hogy az egyes hizésok elétt lehet az urna Gsszetételét valtoztatni,
s ez tehetd az el6z6 hizasok fiiggvényében is. Ilyen bonyolultabb esettel azonban nem akarunk foglalkozni. Mindjart
kicsit altalanosabban oldjuk meg a problémaét, tehat a visszatevéses hiizassorozatok esetét.

Legyen M fehér és N — M fekete goly6 egy urnédban, amelybdél n-szer htizunk visszatevéssel. Vajon hanyszor huztunk
fehér golyot?

Ez a szam lehet elvileg 0 és n kozott barmi, az esélyeket probaljuk meg kiszdmitani. Legyen a fehér jele I, a
feketéé F. Ekkor tulajdonképpen n hosszusagu I, F sorozatokat kell vizsgalnunk. Feltessziik, hogy mivel minden huzas



»azonos’ koriilmények kozott zajlik, igy az 6sszes lehetdség egyenls valoszinil. Ebbél hényban lesz pontosan k£ darab

fehér (I)? A fehérek helyét Z) -feleképpen valaszthatjuk ki, s ekkor, feltéve, hogy a golyok (példaul szamozassal)

megkiilonboztethetsek, M* - (N-M )"_k—féleképpen valosulhat meg a k fehér golyd kihazéasa. A k darab fehér golyo
kihtuzasanak valosziniségét jeloljik P(X = k)-val.
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ahol p-vel jeloltiik a fehét golyok ardnyat az Osszes golyohoz, ami egyben a fehér golyd hiiztistinak az esélye is
minden egyes htuzasnal.

Ha a fenti esélyek szerint oszlik el egy véletlen mennyiség a 0,1, ..., n szamok kozott, akkor binomidlis eloszldsinak
nevezzik.

Néhany fontos tulajdonsaga ennek az eloszldsnak leolvashaté a alabbi 1. dbra grafikonjarol, amelyek altalanosan
igazak a binomidlis eloszlasra:

Az esélyek novekednek egészen a maximaélis np korili értékig, majd onnan fogynak (az ilyen eloszlast hivjak
egycsucstunak is). Vajon ha sokszor ismételjiik meg az n-huzasos kisérletet, altagosan hany fehér lesz? Erre ad vélaszt

n
a vdrhato érték, melyet a Z k- P(X = k) Osszeggel definidlunk. Megmutathato, hogy ez binomidlis eloszlas esetén
pontosan np, épp az az ért]zzk(,) ahol az eloszlas csicsa is van. Ez a tény, hogy a varhaté érték egyben a legval6szintibb
is, egy specidlis tulajdonséag, amely méas eloszlasokra nem igaz. Ld. [1] (252. o.). Egy masik fontos jellemzs az atlagtol
valo atlagos négyzetes eltérés, az an. szorasnégyzet. Ez binomiélis eloszlas esetén np(1 — p). Ld. [1] (253-254. o.).

Ha most feltessziik, hogy az utasok kozott nincs kapcesolat — ami sziikséges feltétele annak, hogy a fenti modellt
hasznaljuk —, akkor egyszertien szamithatdé 251 utas esetén annak az esélye, hogy nem lesz visszamondas, mert
mindenki utazni akar, nevezetesen 0,9?°! ~ 3,27 - 107'2. Ez tehat nagyon valoszintitlen, hogy bekovetkezzen. Csak
osszehasonlitasképpen, annak az esélye, hogy egy lottoszelvény kitoltésével a jové héten 6tosom lesz: 2,2 - 1078, tehat
majdnem 10 000-szerese, és sajnos ez az esemény sem siirin kévetkezi be.

Ha 252 embert néziink, akkor mar két esetet kell figyelembe venni: ha senki, vagy ha csak egy ember mondja vissza.

Ennek esélye: 0,925 +252-0,9%°! ~ 8,53 - 10!, ami még mindig elég kicsi.

A szadmolas azonban modelliinkben egyre nehezebb lesz, mert egyre tobb tagot kell Gsszeadni, s a kivalasztas miatt
egyre komplikaltabb binomialis egyiitthatokat kell szdmolni.

Ezt mutatja a kovetkez6 szamolas 260 megrendelés elfogadasa esetén.
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Ennek kiszamitasa mar nem kellemes, és még egy zsebszadmologéppel is kb. 15-20 perc sziikséges legalabb az
elvégzéséhez (ha elég tigyes, aki a szamolast végzi!). Esetiinkben a legnagyobb lesz az elsé kivonandé tag: 4, 2566107,
mig az utolsé mar csak 1,27-107'2. Ha az els6t vennénk 10-szer, ami nagyon durva alsé becslés lesz a P(X < 250)-re —
hiszen sokkal tobbet vonok le bel6le, mint val6jaban kellene — akkor is 99,95% eséllyel nem lesz elutasitott megrendeld.
Valojaban ez az esély még 99,99%-nal is kicsit nagyobb, tehat kb. minden tizezredik esetben lesz kellemetlenségiink a
260 megrendelés felvétele esetén.

A kérdésiink azonban ugy hangzott, hogy ha valaki megadja, mekkora biztonsagra kell térekedni (0,9999 vagy
0,99 vagy 0,95 stb.), akkor adjuk meg ebben az esetben, hany megrendelést lehet felvenni. Ez a gyakorlatban nagyon
fontos, hiszen a moédszerrel sok pénz megtakarithatd. Tehat kicsi kockdzattal sokat lehet nyerni. J6 lenne, kiilontsen
még nagyobb esetszamnél, valahogyan becsiilni. A binomialis eloszlast mar Jakab Bernoulii ismerte, de egy nagyon
fontos kozelitéformulét elGszor Abraham de Moivre és Pierre Laplace fedezett fel. Azt vették észre, hogy ha a binomialis
eloszlas gorbéjét eltoljuk ugy, hogy a csiicsa az y-tengelyre essen és ne nyiljon nagyon el, tehat még egy osztdval, ami
éppen a szoérasa, normdljuk, akkor a Gauss-féle haranggorbét kapjuk. Ennek a jelenségnek egyelére csak illusztracioja

1Bz az agynevezett elégséges ok hidnyanak az elve, azaz ha nincs valamiért kitiintetett elem, akkor mindegyiket azonosan kezeljiik.
2Kz lényegében kdvetkezménye az elégséges ok elvének, s elGszor Laplace fogalmazta meg 1812-ben kiadott konyvében, az ,Essai philo-
sophique des probabilités” cimiben.



a kovetkezs, szamitogéppel készitett sorozat (2. dbra a), b), ¢). Az a) abran kiilonb6z6 n-ekre a p = 1/2 paramétert
binomialis eloszlasokat abrazoljuk, a b) abran egy binomiélis eloszlas (a jobb oldali gérbe) normaéaléasat latjuk, majd
végiil a ¢) abran az eloszlasok normalasaval keletkezett, az y-tengelyre szimmetrikus gérbéket. A , hatérgorbe” a Gauss-
féle haranggorbe, amelyet standard normalis eloszlasnak hivnak. Arrol, hogy ez milyen fiiggvéynek a gorbéje, kovezkets
szamunkban olvashatnak.

Vancsé Odoén
Irodalom

[1] Hajnal-Nemetz—Pintér—Urban: Matematika IV. (B fakt) Tankényvkiado 1982.



