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Most mar tudunk minden sziikségeset a komplex szamokrol. Kovetkezhet tehat az elsd részben mar jelzett
3. Tétel.

g—1
N
] C_va—1
H = % = ;
a) Ha q=1(4) prim, akkor Z € 5
Jj=1
(1)
a-1
2
. o /—q-1
b) H =-1(4 =t -
) a q (4) prim, akkor ZE ) ,
7j=1
2 L 2T . . . . .
ahol ¢ = cos — + sin— és c¢y,ca,.. -, Caz1 vagy a g Osszes kvadratikus maradéka, vagy a q dsszes kvadratikus
q
nemmaradéka (nyilvin eqy RMR-en behil)
q—1
Bizonyitds. a) Konnyen lathato, hogy Z el = —1, itt ¢ prim voltabol még csak a ¢ > 1 van kihasznélva. Belatjuk,
j=1

q) ahol ezentil ¢; jeldlje a kvadratikus maradékokat, d; pedig a nemmaradékokat.

-1 g-1

2 2 1_
hogy &™) | D ™| =

i=1 j=1

A zarodjelben 1éve 6sszegek tagonkénti szorzasarok e kitev6i 6sszeadodnak, tehat azt kell megnézni, mit kapunk, ha az
Osszes lehetséges modon Osszeadunk egy kvadratikus maradékot és egy nemmaradékot, vagyis képezziik az 6sszes ¢; +d;

alaku Osszeget. (1 < i < g 6s1 <5< q%; mint latjuk, i most nem a képzetes egység, hanem futéindex.) Irjuk
ehhez a mod ¢ maradékokat egy ¢ primitiv gyok hatvanyaiként. (A ¢ = 17 esetet szemlélteti a 2. dbra). Mivel g paros
kitevGji hatvanyai adjdk a kvadratikus maradékokat, és a paratlanok a nemmaradékokat, az Osszegek elkészitését a

q—1

kovetkezé modon végezziik. k = 1-t6l -ig minden k-ra képezziik az Osszes olyan c; 4 d; Osszeget, amelyre c; és

d; ,ivtavolsdga” 2k — 1. Az abran az indexeket egy g — 1 részre osztott korkeriilet osztépontjaival abrazoljuk. Mivel

qT péros, azért egy kvadratikus maradéknak és egy kvadratikus nemmaradéknak megfelel6 pont tavolsaga legfeljebb
-1
a—- —1 korivdarab lehet. Pontosabban fogalmazva azokat a ¢;+d;-ket képezziik, amelyekre Yind ¢;—%ind d; mod (¢—1)

legkisebb abszolut értékd maradéknak abszolat értéke 2k — 1.

Ilyen médon az 6sszes ¢;4-d;-t megkapjuk, és mindegyiket pontosan egyszer. Mivel 1 < k < g ,ezért g—1 1 4k—2,

amibsl g** 71 # —1 (q), vagyis (¢** 7' + 1,¢) = 1. Vilagos, hogy a rogzitett k melletti 6sszes ¢; + d; alaki Gsszeg a
kovetkez6 alakban irhaté:

{(@®'+1-g'1<i<q-1},
ami az Euler-Fermat-6tlet szerint éppen egy RMR mod ¢. Ebb6l viszont mar meg is kaptuk, hogy

q—1 qg—1

3 3 -1 q—1 1—
Soe) (et | =1 X = 121
i=1 j=1 4 j=1 4

1 darab értéket vesz fel.

mivel a k egymas utan 7-

1—
Jeloljiik az el6bbi szorzat elsé tényezGjét x-szel, a masodikat pedig y-nal. Ekkor x +y = —1 és xy = Tq miatt

VA D Vi1
2

=T Gy= ) vagy r = és y = , ami bizonyitja az a) allitast.
-3
b) Lényegében az a)-val analog modon bizonyithato, annyi csak az eltérés, hogy itt a ¢; + d; alaka Osszegek qT
-1
RMR-t és L 0-t adnak.

q—2

A 2. Tétel bizonyitdsahoz tekintsiik a Zajsj alakt szamokat, ahol € jelentése valtozatlan, az a;-k pedig egész
j=0

szamok. Konnyen lathatd, hogy az emlitett alaka szamok a C-nek egy Osszeadésra, kivonésra és szorzésra zart rész-
halmazat alkotjak, amelyet Z[e]-nal jeloltiink. (Tehéat Z[e] részgytirtje a komplex szamtestnek.) Mivel Z[e] az osztéasra

TA cikk els6 része lapunk 1994/1. szamaban, (7-16. oldal) jelent meg.
8 Megjegyzends, hogy a fenti (1) egyenlSségeknél a c;-k helyébe minden g esetén kvadratikus maradékok keriilnek. Ennek a bizonyitasa
azonban bonyolultabb és nem lesz ra sziikségiink.



nem zart, van értelme oszthatosagot definidlni. o, 8 € Z[¢] esetén azt mondjuk, hogy « oszthatd S-val, ha van olyan
v € Zle], amelyre o = 7. Fel fogjuk hasznalni azt a tényt, hogy az a és b egész szamokra b | a pontosan akkor teljesiil
Z-ben, ha teljesiil Z[e]-ban is. Az allitas egyik oldala Z C Z[e] miatt trivialis, a masik oldal bizonyitésa viszont egy-két
olyan algebrai ismeret birtoklasat feltételezi, amelyet a bevezetGben nem targyaltunk, igy ezt csak lébjegyzetberﬂ
emlitjiik meg. A Z[e]-beli kongruencia fogalmat szintén az egészekhez analég modon definialjuk. Végiil az is magatol
értet6ds, hogy a = 8 (u) és vy =0 (p) esetén fennall az o« +vy= 0+ (u) ésaz a -y = -6 (u) Osszefiigges.

Fogjunk hozz4 a 2. Tétel bizonyitasdhoz. A 3. Tétel szerint

()3

j=1
—1 .
itt figyelembe vettiik a (—) = (—1)Tl egyenlGséget, amit konnyen megkaphatunk, ha —1-et egy primitiv gyok
q
. p .
hatvanyaként allitjuk el6 mod g. Mivel j # 0, p esetén p | (p) és 2 1 p miatt (Z> = (l) , & binomialis tétel ismételt
J p p
alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

p

2 (0 o

j=1

(o)

Jj=1

Emellett a Legendre-szimbolum (teljes) multiplikativitisa és az Euler—Fermat 6tlet alapjan:

1

O-OEE) - L0

j=1 j=1

q

(4)

Jj=

P
-1 -1 -1
(2)-t, (3)-at és (4)-rt Gsszevetve a (—) qg = (1—?> (—) q (p) kongruencidhoz jutunk; ezt (—) g-val
q

szorozva megkapjuk a

-

(%= () v

Osszefiiggést, amely egy nemrégiben tett megjegyzés szerint mint koézonséges egészekre vonatkozo kongruencia is

fennall. Az egész szamok gytrtjében igaz a szdmelmeélet alaptétele, igy <<—> - q, p> = 1 folytan (5)-6t egyszertisit-
q

hetjiik:
()70 -(2)

Innen pedig mar valéban latszik a bizonyitandé

(0) ()

9 Azt kell tehat belatni, hogy ha Sa = a, ahol a,b € Z,a € Z[e], akkor o € Z, hacsak a és b nem 0. (A 0 | 0 oszthatosag pedig nyilvan

g—1 q—1
Z-ben is fennall.) Tudjuk, hogy € gytke az f(z) = Z 27 polinomnal. Az an. Schénemann-Eisenberg-kritérium szerint a Z(m +1)Y =
Jj=0 Jj=0
q—1
Z (j j_ 1)gcj polinom irreducibilis Q felett, ami nyilvan ekvivalens az f irreducibilitdsaval. Belatjuk, hogy ¢ nem gydke egyetlenegy
j=0
(¢ — 1)-nél alacsonyabb foku racionalis egyiitthatos (# 0) polinomnak sem. Tegyiik fel, hogy e gydke egy ¢ — 1 > n-edfoka polinomnak.
A QJz]-beli polinomok kérében alkalmazhaté az euklideszi algoritmus, ennélfogva f = g-q1 +71;9 = rig2 + r2;71 = r2g3 + r3,..., ahol
grqg > grry > grre > .... Ez utobbi 2-nél nagyobb egészek szigortian csékkens sorozata, ezért elég nagy k-re rpy1 = 0. Mivel € gytke

f-nek és g-nek, gyoke ri-nak is, ahol r; az utols6 nem azonosan nulla maradék. Ezért grry > 1, ugyanakkor r,_1 = 7% - 41, amibdl
lathato, hogy 7 | f és rg | g. Innen grry < grg < gr f, ami f irreducubilitdsanak ellentmond.
q—2
Legyen ezek utan o = Z ajel, Ekkor 0 = ba — a = bag — a + bare + - - + bag_2e972, tehat ¢ gyoke egy legfeljebb (¢ — 2)-edfoku
j=0
polinomnak, ami az el6bbiek szerint csak a 0-polinom lehet, amib6l o« = ag € Z, vagyis készen vagyunk.



hiszen qufl = <g> (p)-
p
Elérkeztiink az 1. Tétel bizonyitasdhoz. Kénnyen lathatod, hogy ha a szabalyos n- és k-szog is megszerkeszthetd,

akkor (n, k) = 1 esetén a szabélyos nk-szog is az. Ennélfogva elég a kovetkezdket igazolni:
1’. Tétel. Ha az m természetes szamra F;, prim, akkor a szabalyos F;,-sz0g megszerkeszthets.
Mivel adott szakaszok Osszegét, kiilonbségét, szorzatat, hAnyadosat és négyzetgyokét konnyen megszerkeszthetjiik,
™
azért a tétel bizonyitasahoz elég belatni, hogy S(e) = ¢+~ = 2cos o elgallithato racionalis szamokbol alapmive-

letek és négyzetgyokvonéasok véges sokszori alkalmazasaval. "

ElGszor is tetszoleges primszam és n természetes szam esetére bevezetjilk a kovetekz6t: Legyen

p—1
(n,p—1)

Sp(n,k) = > &%,
j=1

p—1
ahol a ¢;-k azon mod p maradékokat jeldlik, amelyekre ¢;"*~" = k (p). Megmutatjuk, hogy Sy(n, k) definicitja
pontosan azokra a k-kre értelmes, amelyekhez van olyan ¢ nemnegativ egész, hogy ¢" @D = k (p), ahol g a p egy

1 —1
tetszolegesen rogzitett primitiv gyoke. Ha k = g* @ (p) valamilyen ¢-vel, akkor az 2Tr D =k (p) kongruencianak
y-(n,p—1)+t

g minden y-ra megoldésa, és 0 < y < esetén a kapott megoldasok paronként inkongruensek mod

Pz
(nvp - 1) L
p. A fokszamtétel miatt a szoban forgo kongruencidnak t6bb megoldasa viszont nincs, igy k = gtﬁ (p) esetén
p—

. (nvp - 1),
2Tr D =k (p), mert ebb6l (n,p — 1)-edik hatvényra emeléssel ¢* (P~1) = 1 (p) adédna, ami az s-re vonatkozo
feltevés és g primitiv gyok volta miatt nem allhat fenn, az esetben tehat a fenti definicié értelmetlen.

Ezutan ténylegesen elkezdhetjiik az 1’. Tétel bizonyitasat. Egyszeriiség kedvéért az F, rogzitett Fermat-primet
ezentul p-vel, az S, (n, k) Osszeget pedig S(n, k)-val jeloljik.

Ezek alapjan egy valds szdmot megszerkeszthetdnek fogunk hivni, ha elGallithat6 racionélis szdmokbol az alapmi-
veletek és a négyzetgyokvonas véges sokszori alkalmazasaval. Kénnyen lathato, hogy S(1,1) = —1 (nyilvan megszer-

keszthetd), és a 3. Tétel alapjan megszerkeszthets S(2,1) és S(2,—1) is. Vilagos tovabba, hogy S(e) = ¢ + ¢! =

g (19;17 1) s (22’”*1, 1),
2
A tovabbiakban z-re vonatkozo teljes indukcioval belatjuk, hogy S (29”, gtg—zl) minden nemnegativ ¢ egészre meg-

szerkeszthets (1 <z < 2™).
p—1
Legyen 1 < z < 2™ és tegyiik fel, hogy S (21_1,gt217*1) minden ¢ > 0 egészre megszerkeszthetd. Minden ¢-re

—1
a fenti definici6 valoban értelmes. Ha k = ¢’ <"{)P*1>+S, ahol 1 < s < akkor nem lehet semmilyen z-re

kiszamitjuk S (21791:?27;1)_%' Itt a t = 2%-hez és a t = 27 '-hez tartozo Gsszegek S(2%,1), illetve S(2%, —1). Elszor

—1 —1

ezeket hatarozzuk meg. Most nyilvan azokat a ¢; + d; Osszegeket kell képezni, amelyekre c:2_z =1és d;2_"” = -1 (p).
- 1 x— -

Vegyiink egy olyan h-t, amelyre o,(h) = ];6—71 Ilyen h lézetik (g* " és annak paratlan kitev6jd hatvanyai). Irjuk fel

hatvanyat, és legyen a k pozitiv egész szerepe itt is ugyanaz, mint ami a 3. Tétel bizonyitasaban volt.

h elss L
r—1
Konnyen ellenérizhet6 az alabbi harom &llitas:
1. h paros hatvanyai adjék a c;-ket és a paratlanok a d;-ket.
2. Ha a ¢; + d; Osszegek elkészitését ugyanagy végezziik, ahogy azt a 3. Tétel bizonyitdsanal tettiik, akkor mialatt

o P—1
a k 1-t6l EES)

3. Rogzitett k esetén azon c¢; + d;-k halmaza, amelyekre ¢; és d; Jvtavolsaga” 2k — 1 (lasd a 8. dbrdt), a kbvetkezd:

{(h2k1+1)hl|1§l§p

-ig fut, mindegyik ¢; 4+ d;-t pontosan egyszer kapjuk meg.

-1
9o T } Az utolso allitas megfogalmazasat pontossa tehetjiik azaltal, hogy két elem ivtévol-

sidga helyett azok h alapt indexei kiilonbségének mod? legkisebb abszolat értékd maradékanak abszolit értékét

x—1
szerepeltetjiik. A szoban forgd ivtavolsag nyilvan ez utdébbinak egy szemléletes elnevezése.

-1 —
Mivel 2 < 4k — 2 < ];Hl —2és o(h) = gm—w ezért (h®*~1 + 1,p) = 1, tehat minden k-hoz van olyan
a(k) pozitiv egész, amelyre h**~1 +1 = g*® (p), amib6l minden l-re [(R2~1 + )hl]z%ll = go‘(k)'z%ll (p) ado-
p—1
2z —1

dik. Ebbdl viszont az induktiv feltevés figyelembevételével azt kapjuk, hogy a Z (WD Osszeg mindegyik
=1



p—1 p—1
27F1 2z—1

k esetén megszerkeszthets, tehat megszerkeszthets a Z Z (D L S(27,1) - S(2%,-1) is. Tudjuk, hogy
k=1 l=1
S(2%,1) + 5(2%,—1) = s(2°71, 1), tehat a masodfokt egyenlet gydkei és egyiitthatéi dsszefiiggésebdl:

S(27,+1) = % (5(2“1, 1)+ /s2(25-1, 1) — 45(27, 1)S(2°, —1)) .

S(2%,1) és S(2%, —1) megszerkeszthetGségéhez mar csak annyit kell belatnunk, hogy az iménti gyokjel alatt nem-

negativ szam all. Az induktiv feltevés miatt egyrészt S(2771, 1) valos, masrészt © < 2™, aminek koszonhetSen L

paros. Ennélfogva o = (—a)p2_7z1 (p), mely szerint ha e szerepel az S(s”,1) tagjai kozott, akkor kell, hogy a kon-

jugéltja, e~ is szerepeljen ugyanott, igy megkaptuk, hogy S(2%,1) és S(2%, —1) valés. Tehat a fenti gyokjel alatti
kifejezés értéke valoban nemnegativ, amivel S(2%,1) és S(2%, —1) megszerkeszthetGségét igazoltuk.
p—ql
p— = p1 p=
Megallapodasunk szerint S (2291&»2—;) = Z g%, ahol @, = g"" (p). Az S(27,1) definiciojaban szerepls
i=1
c;-kre pedig
p—1 p— p—
(6) ¢, =1 (p), amibdl (cigt)2Tl = gt'Tml (p).

Mivel a ¢;-k paronként inkongruensek voltak, azért a c;g' maradékok is paronként inkongruensek mod p, s igy (6),
valamint amiatt, hogy az a;-k szama megegyezik a c;-k szamaval, az a;-k mindegyike kongruens pontosan egy c;g'-vel.
p—1

2T

Ebbdl viszont azt kapjuk, hogy S(2%, gt'%l) = Z v’ Ugyanezzel a gondolatmenettel az is belathato, hogy

i=1
p—1
p—1 2
§ (2,07 = 3 et
j=1
ahol
-1
2T __
d* =-1(p)

p—1 p—1
2z+1 gz—1
.p—1 .p—1 t+a(k) pl
S(Zm,gt_ﬂ_)S(Zw,—gtT) = g9 .
k=1 i=1
Az indukcios feltevés szerint a
p—1
ox—1
—1
Sgt+o¢(k)_hl _g (2m—1,g(t+a(k))2§71)
=1

Osszeg minden 1 < k < Z;””—

T esetén megszerkeszthetd, ezért megszerkeszthets az

S (229#%1) S (2w, —gt'%l)

-1
is, tovabba ezen szorzat tényezdinek sszege nyilvan S(2771, gt';;*l ), ami ugyancsak az indukcios feltevés miatt

szintén megszerkeszthetd. S(27, gt'%_;l) megszerkeszthetGsége innen méar ugyanagy beldthatd, mint ahogy belattuk az
el6z6ekben S(27, +1) megszerkeszthetGségét.

Igazoltuk, hogy minden 0 < z < 2™ és minden ¢ nemnegativ egész esetén S (2%, gt'%l) megszerkeszthetd, ennélfogva
- 2
megszerkeszthets S(2% ~1, 1) = 2 cos =X is, amivel az 1’. Tétel, és ennek eredményeképpen az 1. Tétel bizonyitast
p
nyert
Befejezésiil, a leirtak elmélyitése céljabol megoldasra javasolok néhéany feladatot.

2
1. Szamitsuk ki 2 cos 1—7;—et a fenti gondolatmenettel. (Ez nem olyan hosszt.)

2
10Ha valaki egy konkrét p Fermat-prim esetén meg akarja hatarozni az itt megadott médon 2cos —-t, akkor minden lépésnél tudnia

p
kell, hogy a , megolddképletben” a gyokjel el6tti elGjelek koziil melyik érvényes. Ez viszont az adott esetben mindig megallapithato.



X 2 p%-1
2. Bizonyitsuk be, hogy <1—7> =(-1)"

Fn—1

3. Igazoljuk, hogy m > 0 esetén F,, akkor és csak akkor prim, ha 3 =—1(Fn).
4. Mutassuk meg az el6z6 két feladat felhasznalasaval, hogy minden 5-nél nagyobb Fermat-primnek a 3 a legkisebb

primitiv gyoke.
14+ /p%+/2(p - /D)
4

5. Adjuk meg annak a sziikséges és elégséges feltételét, hogy a p primszamra S,(4,1) =

igaz legyen.
6. Mi donti el, hogy az el6z6 feladatban szerepls egyenlGségben (p 8k + 1 alakd prim) melyik el6jel érvényes? (Ha ezt

—1+p+ 20— D)
4

tudjuk, akkor az is kideriil, hogy az 5.-ben 1évG feltétel teljesiilése esetén mindig az Sp(4,1) =
all fenn.) Nézziikk meg, hogy az S, (4, 1) Osszeggel mi a helyzet, ha p 8k + 5 alaku.

Borsanyi Akos



